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  مرتبه بالا يهاها و سلولکرنش بزرگ با استفاده از المان تهیسیپلاست اریمسائل مع يعدد لیتحل
  

  

  

  3و ارنست رنک 2، الکساندر دوستر2نتزهی، اشتفان ها1انیزیپرو دی، جمش*1پوریتق اکبریعل

   اصفهان، اصفهان یدانشگاه صنعت ک،یمکان یدانشکده مهندس .۱

  هامبورگ، هامبورگ، آلمان یدانشگاه صنعت ،یکشت يها با کاربرد در فناورسازه يعدد لیتحل موسسه .۲

  آلمان خ،یمون خ،یمون یدانشگاه صنعت ،یمحاسبات در مهندس موسسه .۳
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رویکرد دامنه مجازي، روش سـلول محـدود،    بر اساسدر این مقاله، یک روش اجزاي محدود مرتبه بالا به همراه فرم توسعه یافته جدید آن  - چکیده

گیـري شـده) بـراي    اتبـی (لژانـدر انتگـرال   اند. توابع سلسله مرکار گرفته شدهمیزز کرنش بزرگ به - براي تحلیل تعدادي از مسائل معیار پلاستیسیته فون
مسـائل   انـد. افتنـد اسـتفاده شـده   هاي بزرگ فلزات نرم اتفاق میناپذیري که در تغییر شکلهاي پلاستیک تقریباً تراکمتقریب اجزاي محدود تغییر شکل

هـا نشـان   دار. ایـن تحلیـل  فشارگذاري صفحه سـوراخ  هاي شیاردار و بدون شیار وشدگی در آزمون کشش ساده با نمونهتحلیل شده عبارتند از باریک
هـا  شـدگی حجمـی را دارنـد. ایـن روش    جایی توانایی فائق آمدن بـر قفـل  بندي مبتنی بر جابههاي اجزاي محدود مرتبه بالا با فرمولدهند که روشمی

هاي معیـار بـا روش   بسیار زیاد المانی نیز هستند. تحلیل هايتغییر شکلهایی نظیر نرخ همگرایی بالا و عدم حساسیت زیاد به همچنین واجد خصوصیت
هـاي بسـیار پیچیـده را نیـز فـراهم      هاي مرتبه بالا، قابلیت تحلیل آسان هندسهدهند که این روش علاوه بر مزایاي روشسلول محدود همچنین نشان می

اند. مطالعـات عـددي انجـام    به تأیید رسیده F-barمحدود مرتبه پایین با نام  هاي ارائه شده نیز با استفاده از نتایج یک روش اجزايآورد. نتایج تحلیلمی
هاي مهندسی ساخته شده از فلزات نرم، به ویـژه مـواردي   توان براي تحلیل پلاستیک مواد و سازهدهد که هر دو روش مورد بررسی را میشده نشان می

  کار برد.که داراي هندسه پیچیده هستند، با اطمینان به

  
  

  .یحجم یشدگو قفل يریکرنش بزرگ، تراکم ناپذ تهیسیمحدود مرتبه بالا، روش سلول محدود، پلاست يروش اجزا :يدیکل يهاواژه
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Abstract: In this paper, a high-order finite element discretization and its newly developed fictitious domain approach, the  
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finite cell method, are employed to compute a series of benchmark problems in the finite strain von Mises or J2 theory of 
plasticity. The hierarchical (integrated Legendre) shape functions are used for the finite element approximation of incompressible 
plastic dominated deformations occurring in the finite strain plasticity of ductile metals. The computational examples include the 
necking under uniaxial tension with notched and un-notched samples and the compression of a perforated plate. These 
computations demonstrate that the high-order finite element methods can provide a locking-free behavior with a pure 
displacement-based formulation. They also provide high convergence rates and robustness against high mesh distortions. In 
addition, it is shown that the finite cell method, on the top of the aforementioned advantages, provides easy mesh generation 
capabilities for highly complex geometries. The computational results are verified in comparison with the results obtained using a 
standard low-order finite element method known as the F-bar method. The numerical investigations reveal that both methods are 
good candidates for the plasticity analysis of engineering materials and structures made up of ductile materials, particularly those 
involving complex geometries. 
 
Keywords: High-order finite element method, Finite cell method, Finite strain plasticity, Incompressibility, Volumetric locking 

  

 

 فهرست علائم

B ماتریس گرادیان گسسته متقارن  t حیبردار نیروي سط  

b بردار نیروي بدنه  U جاییبردار جابه  

c  پلاستیک-ماتریس مدول مماسی الاستیک  X نقاط مادي در هیئت مرجع  

D تانسور الاستیک ایزوتروپیک  α  متغیر داخلی پلاستیک  

F  گرادیان تغییر شکل  γ  شوندگیضریب سخت  

eF  مولفه الاستیک گرادیان تغییر شکل  eε کرنش الاستیک  

pF  مولفه پلاستیک گرادیان تغییر شکل  η جایی مجازيبردار جابه  

G  مدول برشی الاستیک  σ تانسور تنش کوشی  

G ماتریس گرادیان گسسته کامل  yσ
  

  استحکام تسلیم

eG منه توسعه داده شدهتابع کارمجازي دا  τ تانسور تنش کیرشهف  

I  تانسور واحد  φ تابع تغییرشکل  

K  مدول حجمی الاستیک  Φ  تابع تسلیم  

jL اي هاي استاندارد لژاندرجمله چند  Ω قی یا فیزیکیدامنه حقی  

N ماتریس توابع شکل  eΩ دامنه توسعه داده شده  

iN توابع شکل سلسله مراتبی  eΩ \ Ω دامنه مجازي  

p تنش متوسط  sym اپراتور گرادیان متقارن  

Q تابع نگاشت     

 

  مقدمه -1

هاي مرتبه پایین و مرتبـه بـالا بـراي    طور کلی دو رویکرد با عنوانبه

کنترل دقت روش اجزاي محـدود وجـود دارد. روش مرتبـه پـایین     

مبتنی بر استفاده از توابـع شـکل مرتبـه پـایین و ریـز کـردن انـدازه        

هـا را  هاست. در مقابل، روش مرتبه بالا انـدازه و تعـداد المـان   المان

داشته و بـراي افـزایش دقـت، مرتبـه توابـع شـکل را بـالا        نگه ثابت

برد. یکی از مزایاي روش مرتبه بالا نرخ همگرایـی بـالاي آن در   می

]. نرخ همگرایی در مسائل 2و  1مقایسه با روش مرتبه پایین است [

دلیـل حجـم بـالاي محاسـبات اهمیـت زیـادي دارد.       پلاستیسیته به

بندي مبتنی توان بدون تغییر فرموللا میهمچنین، با رویکرد مرتبه با

هاي قفل یی و تنها با بالا بردن مرتبه توابع شکل، بر پدیدهجاجابهبر 

]. پدیـده قفـل   4و  3، 1شدگی حجمی فائق آمد [مانند قفل 1شدگی

ناپـذیري تغییـر   دلیل تراکمتواند بهمی 2شدگی یا سختی بیش از حد

میـزز رخ   - کرنش بزرگ فونشکل پلاستیک در مسائل پلاستیسیته 

هاي مرتبه بالا حساسـیت بسـیار کمـی    علاوه، المان]. به5و  4دهد [

بنـدي  هاي زیاد یا اعوجاج داشته و نیاز به مـش تغییر شکلنسبت به 
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هاي مرتبـه  ]. روش7و  6سازند [مجدد را تا حدود زیادي مرتفع می

هندسـی و   سـازي توانند قابلیت ترکیب مراحل مدلبالا همچنین می

]. یک نمونه بـارز  8- 10 و 1تحلیل اجزاي محدود را فراهم سازند [

  ].10است [ 3در این عرصه روش تحلیل ایزوژئومتریک

روش مرتبه بالاي ارائه شده توسط زابو و بابوشکا بـا توابـع   

] 1[ 1980گیـري شـده) در دهـه    سلسله مراتبی (لژاندر انتگـرال 

 و 6] و غیرخطـی [ 11و  8، 3، 1براي مسائل الاسـتیک خطـی [  

] متعـددي مــورد ارزیـابی قــرار گرفتـه و مزایــاي آن در    15-12

مقایسه با روش مرتبه پایین نشان داده شده اسـت. توانـایی ایـن    

و  6هـاي حجمـی و برشـی [   شدگیروش در فائق آمدن بر قفل

] و همچنین قابلیـت آن در تحلیـل در شـرایط اعوجـاج     18-14

نشـان داده شـده اسـت. ایـن روش      ] نیـز 6المانی بسیار زیـاد [ 

میـزز کـرنش    -همچنین براي تحلیـل مسـائل پلاستیسـیته فـون    

ــک [ ــودر در   19-25کوچ ــیته پ ــائل پلاستیس ــین مس ] و همچن

کار گرفته شده است. اما تـاکنون  ] به27و  26هاي بزرگ [کرنش

کــارگیري ایــن روش در تحلیــل مســائل گزارشــی در مــورد بــه

ناپـذیري  بـزرگ کـه داراي تـراکم    میزز کرنش -پلاستیسیته فون

حجمی تقریبی است منتشر نشده است. این تئوري مـادي بـراي   

ــرایطی همچــون    ــرم در ش ــزات ن ــیعی از فل ــته وس ــل دس تحلی

  شود.دهی و ضربه استفاده میشکل

روش سلول محدود یـک توسـعه جدیـد از روش اجـزاي     

محــدود مرتبــه بالاســت کــه از ترکیــب آن بــا رویکــرد دامنــه 

عنـوان ابـزاري بـراي    حاصل شده است. این روش به 4مجازي

هـاي  هاي بسیار پیچیده (حتی هندسهتحلیل آسان انواع هندسه

توسـط پرویزیـان و    2007حاصل از سی تی اسکن) در سـال  

]. روش اجـزاي محـدود   29و  28همکاران معرفی شده است [

 5هاي منطبق بـر مـرز  استاندارد دامنه حل را با استفاده از المان

هــاي جدیــدتري کنــد. درحــالی کــه روشســازي مــیگسسـته 

هـاي اجـزاي محـدود    هاي بـدون المـان، روش  همچون روش

هاي مبتنی بـر رویکـرد   و روش 7و یا توسعه یافته 6تعمیم یافته

کننـد کـه   هایی گسسته مـی دامنه مجازي، دامنه حل را با المان

خـوبی  ]. ایـن روش بـه  28- 31لزوماً بر مـرز منطبـق نیسـتند [   

سـازي هندسـی و تحلیـل اجـزاي     قابلیت ترکیب مراحل مـدل 

توانـد بـا   سازد. روش سلول محـدود مـی  محدود را فراهم می

و  28انواع توابع شکل مرتبه بالا مانند توابـع سلسـله مراتبـی [   

] کـار کنـد. در   34 -32[ spline-Bو  NURBS8] و یا توابع 29

همچـون  هاي مرتبـه بـالا   نتیجه این روش تمامی مزایاي روش

شدگی و عدم حساسـیت  ق آمدن بر قفلئافنرخ همگرایی بالا، 

  برد.هاي زیاد را نیز به ارث میزیاد به تغییر شکل

میزز  -توسعه روش سلول محدود به مسائل پلاستیسیته فون

تواند در تحلیل مسائل متعددي از فلـزات نـرم   کرنش بزرگ می

عنـوان  ارگیرد. بهکه داراي هندسه پیچیده هستند مورد استفاده قر

دهـی فلـزات، ضـربه و همچنـین     توان به مسائل شکلنمونه می

تحلیل رفتار پلاستیک مواد جدیدي همچون فلزات متخلخـل و  

هاي فلزي) اشاره کرد. روش سلول محدود تـاکنون  سلولی (فوم

 ]31و  30[ کار گرفته شـده اسـت  براي تحلیل مسائل مختلفی به

: الاستیسـیته خطـی و غیرخطـی،    از هـاي آن عبارتنـد  که نمونـه 

] و مکانیـک آسـیب کـرنش    36و  35میـزز [  -پلاستیسیته فـون 

سازي توپولـوژي، مهندسـی پزشـکی و    ]، بهینه36-39کوچک [

سازي عددي مواد سلولی، انتشار امواج، تحلیل استخوان، همگن

  هاي جدار نازك و مواد مرکب.انتقال حرارت هدایتی، سازه

زاي محدود مرتبه بالا و روش سـلول  در این مقاله، روش اج

  پلاستیســیته 9اي از مســائل معیــارمحــدود بــراي تحلیــل دســته

کار برده خواهند شد. صـحت نتـایج   میزز کرنش بزرگ به -فون

ها نیز در مقایسه بـا نتـایج حاصـل از روش    حاصل از این روش

] 40و  F-bar ]4روش اجزاي محدود مرتبه پایین اصلاح شده به

، خلاصـه روابـط   دوی قرار خواهد گرفت. در بخش مورد بررس

نیز بـه معرفـی روش    سهاست. بخش ساختاري مادي ارائه شده 

بنـدي  اجزاي محدود مرتبه بالا و روش سلول محدود و فرمـول 

نیـز   چهـار پردازد. در بخش غیرخطی (مادي و هندسی) آنها می

 در آزمون کشـش  10شدگیتند از باریکرسه مسئله معیار که عبا

دار هاي شیاردار و بـدون شـیار و صـفحه سـوراخ    ساده با نمونه

 شـوند. اهـم نتـایج حاصـل از تحقیـق و     تحت فشار، تحلیل می

  شوند.برنامه ادامه آن نیز در بخش پنج ارائه می
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  ]4پلاستیک [-شوندگی ایزوتروپیک به همراه مدول الاستیکمیزز کرنش بزرگ با سخت -معادلات ساختاري پلاستیسیته فون -1جدول 

e        :تغییر شکل. تجزیه ضربی گرادیان 1 pF F  F  

      . قانون الاستیسیته ایزوتروپیک:2
 

Te e e ln   
 

   
 

F F
1
2

  
e :  D   

e  یا e e e e
v d vtr    ,          I

1

3
    e e

v dp tr K , G    s
1

2
3

   

  میزز: - تابع تسلیم فون .3 y y,  :  ( )    
3

2
s s s  

  . قانون جریان پلاستیک4

  ):12راس - (پرانتدل
e e e F R U  

s
n

s
     

Tp p e e   


 F F R n R 
1 3

2
  

  :کیزوتروپیا یشوندگرابطه سخت. 5     

.   ,       ,       :يباربردار /يبارگذار اریمع. 6    0 0 0   

  پلاستیک: -. مدول الاستیک7
 ij

ijkl lq il jk
kq

det  
c F

det F

 
  



1 F

F
  

  

  هاي بزرگمیزز در کرنش -پلاستیسیته فون - 2

هـاي بـزرگ بـا    میـزز در کـرنش   - در این بخش، پلاستیسیته فون

شـود  بنـدي مـی  شوندگی ایزوتروپیک فرمولدرنظر گرفتن سخت

 یافتـه و بـا توصـیف    بندي در هیئت تغییر شـکل ]. این فرمول4[

است. خلاصـه  پذیر ارائه شده برگشت تغییر شکل 11هایپرالاستیک

) آورده شـده  1معادلات ساختاري ایـن مـدل مـادي در جـدول (    

  است.

بنـدي، تجزیـه   ترین فرضیه سینماتیکی ایـن فرمـول  اساسی

هـاي الاسـتیک   به مؤلفه F تغییر شکلمحلی گرادیان  31ضربی

eF  و پلاستیکpF شکل با استفاده  است. بخش الاستیک تغییر

شـود کـه یـک    بندي میفرمول 41از تابع انرژي آزاد ماده هنکی

هـاي کوچـک را   رابطه ساختاري ساده مشـابه شـرایط کـرنش   

، دهد. ایـن رابطـه بـا تانسـور تـنش کیرشـهف،       دست میبه

تانسـور   eو  ، نوشـته شـده  تانسور تـنش کوشـی،   جاي به

ــاریتمی و   ــتیک لگ ــرنش الاس ــتیک   Dک ــور الاس ــان تانس هم

میـزز   - هاي کوچک است. تابع تسلیم فـون ایزوتروپیک کرنش

، نوشـته شـده   sنیز با بخش انحرافی تانسور تـنش کیرشـهف،   

) است p ) I s  کـارگیري نگاشـت   . قانون جریان نیز بـا بـه

است. با توسعه ریاضـی رابطـه ایـن قـانون     نمایی نوشته شده 

ptrشــکل پلاســتیک  ناپــذیري تغییــرتــوان تــراکممــی )0F 

p(detیا 0F ] 4را نشان داد.[  

) بـه  1ارائـه شـده در جـدول (   مجموع معادلات سـاختاري  

ــوي  ــورت نم ــه 51ص ــر  و ب ــتی اویل ــا برگش ــمنی ی  16روش ض

گیـري عـددي   شوند. جزئیات بیشتر این انتگرالگیري میانتگرال

است. آخرین جزء روابط ساختاري نیـز  ] ارائه شده 4در مرجع [

سـازي معادلـه فـرم    پلاستیک است که از خطی -مدول الاستیک

آیـد. رابطـه بسـته مـدول     دست مـی هضعیف قانون کار مجازي ب

گیري عددي نیز در پلاستیک سازگار با روش انتگرال -الاستیک

  است.] ارائه شده 4مرجع [

  

  هاي اجزاي محدود و سلول محدود مرتبه بالاروش - 3

در این بخش، روش اجزاي محدود مرتبه بالا و همچنـین روش  

 3مراجع [ترتیب در چارچوب طور خلاصه و بهسلول محدود به

شوند. هر دو روش در چـارچوب  ] تشریح می29و  28] و [8و 

بنـدي  روش اجزاي محدود غیرخطی (هندسی و مـادي) فرمـول  

 تغییر شکلشوند. قابل توجه است که هر دو روش در هیئت می

سـازي هندسـه در هیئـت    شوند اما گسسـته بندي مییافته فرمول

  د.گیرمرجع صورت می
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  ج)(  (ب)  (الف)

pتوابع شکل یک بعدي المان با مرتبه  -1شکل   توابع  5تا  2توابع شکل گرهی، ب و ج)  N2و  N1در مختصات طبیعی: الف)  5

  گیري شدهلژاندر انتگرالشکل 

  

 روش اجزاي محدود مرتبه بالا -3-1

جـایی  ، هـر دو تـابع جابـه   17گـالرکین -بر اساس رویکرد بابنوف

حقیقی و مجازي با استفاده از توابع شکل یکسـانی تقریـب زده   

شوند. در روش ارائه شده توسـط زابـو و بابوشـکا از توابـع     می

شـده) مرتبـه بـالا اسـتفاده      گیـري سلسله مراتبی (لژاندر انتگرال

سازي شده معادله فرم ضـعیف قـانون کـار    شود. فرم گسستهمی

  ست از:ا مجازي عبارت

)1(  

 

 
 

k
T k

(h )

T T T

(h ) ( h )

   dv δ

d da



 







  



 
  

 



 







 


k

G c G u

B σ N b N t

1

1
v

  

تـابع نگاشـت تغییـر     φبندي شـده،  دامنه المان hطوري که به

ترتیب بـردار نیروهـاي بدنـه و سـطحی     به t و bشکل بوده و 

نیز  δuبوده و  81رافسون -پارامتر تکرار نیوتن kهستند. اندیس 

مـاتریس توابـع    Nعـلاوه،  بردار حل اجزاي محدود اسـت. بـه  

هـاي  ترتیـب مـاتریس  بـه  Bو  Gشکل سلسله مراتبی بوده و 

هایشـان  کامـل و متقـارن هسـتند کـه مؤلفـه      19گرادیان گسسـته 

مختصـات هیئـت تغییـر     مشتقات توابع شکل نسبت به دسـتگاه 

 شکل یافته است.

  ):1توابع سلسله مراتبی یک بعدي عبارتند از (شکل 

)2(  

   

   

   i i

N

N  

N     ,    i , , p,


   




   

       


1

2

1

1
1

2
1

1
2

3 4 1

  

  صورتی که: به

)3(     j j
j

L x  dx      ,       j , , 







     1

1

2 1
2 3

2
 

  هاي استاندارد لژاندر هستند.ايها چندجملهjLطوري که به

 بع شکل دو و سه بعدي نیز از ضرب تانسوري توابع شکل یکتوا

دسـت  ] توضیح داده شده به41و  8، 4اي که در مراجع [گونهبعدي به

طور درجات آزادي در دو بعد به آیند. توابع شکل دوبعدي و همینمی

). توابع 2شوند (شکل بندي میاي و داخلی تقسیمهاي گرهی، لبهدسته

هـاي  طور درجات آزادي در سه بعد نیـز در دسـته  بعدي و همین سه

گیرنـد. در روش اجـزاي   اي و داخلی جاي مـی اي، صفحهگرهی، لبه

هاي نسبتاً بزرگ محدود مرتبه بالا هندسه مسئله با تعداد کمی از المان

ها ممکن اسـت داراي مرزهـاي   شود. در نتیجه، المانسازي میگسسته

هاي کارگیري نگاشتخود ضرورت به منحنی باشند که این امر به نوبه

 02). تاکنون روش توابع ترکیبـی 3کند (شکل نشان میهندسی را خاطر

) براي این منظور 12(نگاشت شبه محلیو همچنین فرم اصلاح شده آن 

، 8، 4اند که توضیحات بیشتر در این خصوص در مراجع [استفاده شده

  است.] ارائه شده 41و  9

  

 دروش سلول محدو -2- 3

ایده اصلی روش سلول محدود، توسـعه معـادلات دیفرانسـیلی    

فرم ضعیف کار مجازي به خارج از میدان فیزیکـی مسـئله و تـا    

]. ایــن میــدان 29و  28مـرز یــک میــدان هندســه سـاده اســت [  

 تـوان آن را میدانی فیزیکی مسـئله را دربرگرفتـه و مـی    22فراگیر

سازي سلول گسسته هاي کارتزینی یا به اصلاحسادگی با المانبه

 طور کامل و یا جزئیها ممکن است به). این سلول4کرد (شکل 
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  (ب)  الف)(

  

  
  (ج)

هایی از توابع شکل المان دوبعدي چهاروجهی مرتبه بالا در مختصات طبیعی: الف) تابع شکل (رنگی در نسخه الکترونیکی) نمونه -2شکل 

  و ج) تابع شکل درونی ايگرهی، ب) تابع شکل لبه

  

  
  )تغییر شکل: تابع : تابع نگاشت و Qنگاشت هندسی دوبعدي در هیئت مرجع با روش توابع ترکیبی ( -3شکل 

  

در میدان فیزیکی قرار داشته باشند. معادله فرم ضعیف قانون کار 

  ست از:ا بارتمجازي در روش سلول محدود ع

)4(       e
e symG ,  :   .  dv  .  da

  
   u b t       

  bجایی مجازي بوده و بردارهاي نیرو بدنه جابه طوري که به
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  (ب)  (الف)

  سازي دامنه فراگیر) و ب) گسستهe) در یک دامنه فراگیر ساده (روش سلول محدود: الف) قرار دادن دامنه فیزیکی پیچیده ( -4شکل 

  

      
  (ج)  (ب)  (الف)

ول بریده گیري سلول بریده شده دو بعدي توسط مرز فیزیکی به روش کوادتري: الف) سلانتگرال (رنگی در نسخه الکترونیکی) -5شکل 

  گیريب) ساختار زیرسلولی و ج) نقاط انتگرال شده،

 
انـد. قابـل   روي دامنه و مرز فیزیکی تعریـف شـده   tو سطحی 

توجه است که با درنظر گرفتن ماده با سختی صفر در خـارج از  

کـی را  توان معادله فرم ضعیف اولیه دامنـه فیزی دامنه فیزیکی می

  دست آورد.به

سازي شده معادله فرم ضعیف قانون کار مجازي فرم گسسته

  ست از:ا عبارت

)5(       k k k 
  

1 1
K u r  

  طوري که براي هر سلول:به

)6(  
 c

T
c     dv

 
 K G cG  

  شود:صورت تعریف میبدیننیز  αپارامتر 

)7(  
e

/                   
/            \

 
  

X
X

1 0
0 0  

توان بـا  راحتی میسلول محدود را به شرط مرزي نیرویی مسائل

]. بـراي اعمـال شـرط    29گیري مرز نیرویی انجـام داد [ اانتگرال

جایی در حـالتی کـه مـرز درون المـان باشـد نیـز از       همرزي جاب

شود که شرط مرزي را استفاده می 32هاي مانند روش نیچهروش

  ].42کنند [یف اعمال میصورت ضعبه

طـور  گیري ماتریس سختی در شرایطی که سـلول بـه  انتگرال

روش اسـتاندارد  کامل در دامنـه فیزیکـی قـرار داشـته باشـد بـه      

جزئـی  صورت شود. اما در حالتی که سلول بهانجام می 42گاوس

)، از روش گـاوس  52در دامنه فیزیکی باشد (سلول بریـده شـده  

گیري روي بخش فیزیکـی  براي انتگرال 62اصلاح شده یا ترکیبی

تـوان گفـت مـرز    ]. در عمل می43و  29شود [سلول استفاده می

گیـري  هندسی در روش سلول محدود در همین مرحله انتگـرال 

در حالـت دوبعـدي    شود. ایـن روش اصـلاحی کـه   شناخته می

نامیـده   82و در حالت سه بعدي روش آکتـري  72روش کوادتري

و  29اسـت [ ) معرفـی شـده   5در شکل ( یننمادطور شود بهمی

 هـایی صورت سلسـله مراتبـی بـه زیرسـلول    ]. دامنه سلول به43

گیـري  شود و انتگرال سلول کلی با انتگـرال تر تقسیم میکوچک

آیـد.  دست مـی هایی که در ناحیه فیزیکی قرار دارند بهزیرسلول

باشـد   pگیري گوس در حالتی کـه درجـه سـلول    قانون انتگرال

 کنـد. در ایـن  نقطه در هر جهـت را الزامـی مـی    p+1استفاده از 
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  چ

  

  

  (ج)  (ب) (الف)

شدگی در آزمون کشش ساده (نمونه بدون شیار: مسائل معیار: الف) باریک -6شکل 

l / mm , w /  mm , w /  w   1 2 1053 333 12 826 شدگی در آزمون کشش ساده (نمونه شیاردار: )، ب) باریک982

l  mm , w mm , r  mm   160 20 lدار () و ج) فشارگذاري صفحه سوراخ5  mm , d  m 20 12(  

  

  ]47پلاستیک ماده [ -خواص الاستیک -2جدول 

  K  (GPa)206/164  مدول الاستیسیته حجمی

 G  (GPa)196/80  مدول الاستیسیته برشی

 0  (MPa)0/450  استحکام تسلیم اولیه

   (MPa)0/715  29استحکام اشباع

 h  (MPa)4/129  شوندگی خطیسخت

  93/16  شوندگیتوان سخت

  

هاي بریـده  صورت تعداد نقاط انتگرالی بسیار زیادي براي سلول

خـود  آیـد کـه حجـم محاسـباتی زیـادي را بـه      دست میشده به

تـوان تعـداد   ] مـی 35دهند. بنا به پیشنهاد مرجـع [ ص میاختصا

تدریج کاهش نقاط هر زیرسلول را با کاهش اندازه زیر سلول به

تـوان تـابع تقریـب حـل را بـا کـاهش انـدازه        داد. چرا کـه مـی  

  تري فرض کرد.زیرسلول از درجه پایین

 
  تحلیل عددي مسائل معیار -4

ود مرتبـه بـالا و   هاي اجـزاي محـد  در این بخش عملکرد روش

روش سلول محدود با تحلیل چند مسئله معیار شناخته شـده از  

میزز کرنش بزرگ مورد ارزیـابی عملـی قـرار     -پلاستیسیته فون

 آزمـون  در شـدگی باریـک  گیرد. این مسائل معیار عبارتنـد از می

 فشـارگذاري  و هاي شیاردار و بـدون شـیار  ساده با نمونه کشش

) 6و بارگذاري این مسائل در شـکل ( دار. هندسه سوراخ صفحه

است. دقت حل این دو روش در تحلیل مسـائل  نشان داده شده 

هاي مرجع بـا اسـتفاده از یـک روش    مذکور با استفاده از تحلیل

] مـورد ارزیـابی   40و  F-bar ]4نام اجزاي محدود مرتبه پایین به

 -) پارامترهاي ماده کـه رفتـار الاسـتیک   2گیرد. جدول (قرار می

کننـد را ارائـه   پلاستیک و نمودار کارسختی ماده را تعریـف مـی  

  دهد.می

)8(        y h exp          0 1  

و  F-barهاي اجزاي محدود مرتبه بالا، مرتبه پـایین  تمامی روش
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  19  1397ستان تاب، 1، شمارة 37هاي عددي در مهندسی، سال روش

    
 (ب)  (الف)

 2048با  Bان مرتبه بالا و ب) مش الم 128با  Aهاي اجزاي محدود یک چهارم نمونه بدون شیار آزمون کشش: الف) مش مدل -7شکل 

 F-barالمان 
  

 AdhoCمیزز در کد تحقیقاتی  -سلول محدود و مدل مادي فون

هاي صنعتی مونیخ و هامبورگ توسـعه داده  ] که در دانشگاه44[

اند. براي حل دستگاه معادلات نیـز از حـل   سازي شدهشده پیاده

کانتورهـاي  ] اسـتفاده شـده و بـراي نمـایش     Pardiso ]45کننده 

کـار بـرده شـده    ] بـه Paraview ]46افـزار  گرافیکی نتایج نیز نـرم 

  است.

  

  شدگی در آزمون کشش سادهباریک -4-1

ــکشــبیه ــه مســتطیلی تحــت کشــش  ســازي باری شــدگی نمون

اي براي اولین بـار در مرجـع   محوره و شرایط کرنش صفحهیک

ــدي    47[ ــات بع ــرار در تحقیق ــه تک ــپس ب ــده و س ــام ش ] انج

ــزرگ [ پلاست ــرنش ب ــده 49و  48یســیته ک ــري ش اســت. ] پیگی

جـایی نمـوي بـا لبـه بـالاي      صـورت جابـه  بارگذاري کششی به

اعمال هاي محدود ها و سلولیک چهارم از آنها با المانها نمونه

هـاي موجـود در مسـائل کشـش تنهـا      دلیـل تقـارن  شود. بـه می

ه المـان مرتب ـ  128) یک مدل با 7شود. در شکل (سازي میمدل

بـراي نمونـه    F-barالمان مرتبـه پـایین    2048بالا و یک مدل با 

) هـم  9) و (8هـاي ( است. در شـکل بدون شیار نشان داده شده 

المان مرتبـه   3600المان مرتبه بالا، یک مدل با  196یک مدل با 

سـلول مرتبـه بـالا بـه همـراه       230و یک مـدل بـا    F-barپایین 

  است.یاردار نشان داده شده ساختار زیرسلولی آن براي نمونه ش

هـاي  جایی حاصل از تحلیل با مـدل هنمودارهاي نیرو و جاب

طـور  اند. همـان ) مقایسه شده11) و (10هاي (مختلف در شکل

p هـاي بـا  شـود، المـان  که دیده می 1     یـک رفتـار سـخت را

p کنند. اما بابینی میپیش  شـدگی  تـوان بـر ایـن سـخت    می 2

  شدگی حجمی فائق آمد.حاصل از قفل

هـاي  میـزز و کـرنش پلاسـتیک حـل     -کانتورهاي تنش فون

uجــایی مختلــف در جابــه mm  بــراي مــدل یــک چهــارم  5

) نشـان داده  13) و (12هـاي ( هاي کشـش هـم در شـکل   نمونه

شـود، تطـابق خیلـی خـوبی بـین      طور که دیده میناند. هماشده

هاي مرتبه هاي مرتبه بالا و سلولنتایج حاصل با استفاده از المان

هاي مرجع بـه دسـت   در حل F-barهاي مرتبه پایین بالا با المان

  آمده است.

هـاي کشـش در طـول بارگـذاري نیـز در      تغییر شکل نمونه

ــه )15) و (14هــاي (شــکل ــده  ب ــواحی نمــایش درآم اســت. ن

ترتیـب بـا   پلاستیک و الاستیک در هـر لحظـه از بارگـذاري بـه    

انـد. مشـاهده   هاي قرمز و آبـی نشـان داده شـده   رنگ استفاده از

 نتظــار، در نمونــه بــدون شــیار ابتــداشــود کــه مطــابق بــا امــی
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  1397، زمستان 1، شمارة 37هاي عددي در مهندسی، سال روش  20

  
  

  
  

  (ب)  (الف)  (ب)  (الف)

هاي اجزاي محدود یک چهارم نمونه شیاردار مدل -8شکل 

المان مرتبه بالا و ب) مش  196با  Aآزمون کشش: الف) مش 

C  المان  3600باF-bar  

هاي سلول محدود یک چهارم نمونه شیاردار مدل -9شکل 

سلول مرتبه بالا و ب)  230با  Bآزمون کشش: الف) مش 

  ي تا سطح ششمبندبا تقسیم Bساختار زیرسلولی مش 

  

  
  شدگی در آزمون کشش ساده با نمونه بدون شیارجایی در باریکجابه -نمودار نیرو -10 شکل
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  21  1397ستان تاب، 1، شمارة 37هاي عددي در مهندسی، سال روش

    
  (ب)  (الف)

روش اجزاي محدود شدگی در آزمون کشش ساده با نمونه شیاردار: الف) تحلیل بهجایی در باریکجابه -نمودار نیرو -11شکل 

  سلول محدود مرتبه بالا و ب) تحلیل به روش

  

 
  

  (ب)  (الف)

میزز و ب) کانتور  - شدگی در آزمون کشش ساده با نمونه بدون شیار: الف) کانتور تنش فونباریک(رنگی در نسخه الکترونیکی)  - 12شکل 

uکرنش پلاستیک در  mm pهاي مرتبه بالا با المان Aبا مش  5    (نیمه چپ) bar-Fهاي با المان Bیمه راست) و مش (ن 5
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  1397، زمستان 1، شمارة 37هاي عددي در مهندسی، سال روش  22

   

  (ب)  (الف)

میزز و ب) کانتور  -شدگی در آزمون کشش ساده با نمونه شیاردار: الف) کانتور تنش فون(رنگی در نسخه الکترونیکی) باریک -13شکل 

uکرنش پلاستیک در  / mm 2 pهاي مرتبه با المان Aبا مش  9  pهاي مرتبه با سلول Bراست) و مش  -(پایین 5  راست)  -(بالا 5

  (نیمه چپ) F-barهاي با المان Cو مش 

  

      

u mm 3  u mm 5  u mm 7  

شدگی در آزمون کشش ساده با نمونه بدون شیار: هندسه تغییر شکل یافته در طول باریک (رنگی در نسخه الکترونیکی) -14شکل 

pهاي مرتبه بالا با المان Aبارگذاري با مش    (نیمه چپ) bar-Fهاي با المان B(نیمه راست) و مش  5
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  23  1397ستان تاب، 1، شمارة 37هاي عددي در مهندسی، سال روش

    
  

u / mm0 2  u / mm 2 2  u / mm 4 7  

شدگی در آزمون کشش ساده با نمونه شیاردار: هندسه تغییر شکل یافته در طول بارگذاري با مش باریک (رنگی در نسخه الکترونیکی) - 15شکل 

A هاي مرتبه با المانp  pهاي مرتبه با سلول Bراست) و مش  - (پایین 5   (نیمه چپ) bar-Fهاي با المان Cراست) و مش  - (بالا 5

  

طور فراگیر در کل دامنه اتفاق افتاده و سـپس  شدگی بهپلاستیک

مرکز شدگی مترفته رفته در ناحیه میانی نمونه و در محل باریک

هـا دچـار تغییـر شـکل     طوري که اولین لایه المـان بهاست. شده 

ســازي توجــه شــود کــه بــراي فعــال اســت.بســیار زیــاد شــده 

شدگی و وقوع آن در وسط طول نمونه بدون شـیار، یـک   باریک

الف). اما  -6است (شکل کاهش پهنا در همین محل ایجاد شده 

ي کمتـري شـروع   شدگی در بارگذاردر نمونه شیاردار پلاستیک

طوري که تنها در نواحی مجاور شیار گسترش یافته است بهشده 

است. سپس رفته رفته در ناحیه میانی شیار نمونه متمرکـز شـده   

بسیار زیاد شده  تغییر شکلها دچار طوري که اولین لایه المانبه

دلیـل اعـواج   شود، تحلیل مرجع بـه طور که دیده میاست. همان

ــاد المــان ــل در  bar-F يهــازی ــایی تحلی uتوان / mm   4 را  7

  است.جایی کمتري موقف شده نداشته و در جابه

  

  دار تحت فشارصفحه سوراخ -4-2

هاي الاسـتیک و پلاسـتیک و   دار در حالتمسئله صفحه سوراخ

هـاي کوچـک و بـزرگ بـه دفعـات در      همچنین تحـت کـرنش  

اسـت. در ایـن   ل شـده  تحقیقات عددي مسائل جامـدات تحلی ـ 

دار تحت بارگذاري فشـاري و در شـرایط   بخش، صفحه سوراخ

شـود. بارگـذاري فشـاري شـرایطی     اي تحلیل مـی کرنش صفحه

دهـی ماننـد   است که فلزات نرم در بسیاري از فرایندهاي شـکل 

کنند. بارگذاري فشاري مسئله بـه لبـه بـالاي    آهنگري تجربه می

از ناپایداري احتمالی مسـئله   ورق اعمال شده و براي جلوگیري

  Arc-Lengthرافسـون ترکیـب شـده بـا روش      -از روش نیوتن

هاي موجود در مسئله دلیل تقارناست. به] استفاده شده 50و  4[

سـازي  هاي محدود مدلها و سلولتنها یک چهارم از آن با المان

المان مرتبـه بـالا و یـک     50) یک مدل با 16شود. در شکل (می

اسـت. در  نشان داده شده  F-barالمان مرتبه پایین  2048 مدل با

همراه سـاختار  سلول مرتبه بالا به 78) هم یک مدل با 17شکل (

  است.زیرسلولی آن نشان داده شده 

هـاي  جـایی حاصـل از تحلیـل بـا مـدل     نمودارهاي نیرو و جابه

طـور کـه دیـده    انـد. همـان  ) مقایسه شـده 18مختلف در شکل (
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  1397، زمستان 1، شمارة 37هاي عددي در مهندسی، سال روش  24

    
  (ب)  (لف)

  F-barالمان مرتبه پایین  2048با  Cالمان مرتبه بالا و ب) مش  50با  Aدار: الف) مش هاي اجزاي محدود یک چهارم صفحه سوراخمدل - 16شکل 

  

    
  (ب)  (لف)

  ي تا مرتبه ششمبندبا تقسیم Bسلول و ب) ساختار زیرسلولی مش  78با  Bدار: الف) مش مدل سلول محدود یک چهارم صفحه سوراخ - 17شکل 

  

    
  (ب)  (الف)

روش اجزاي دار: الف) تحلیل بهدر فشارگذاري صفحه سوراخ Aقطه نجایی هجاب -نمودار نیرو در نسخه الکترونیکی) (رنگی -18شکل 

  ب) تحلیل به روش سلول محدود محدود مرتبه بالا و

  

pهـاي بـا   شود. المانمی 1   بینـی  سـخت را پـیش   یـک رفتـار

pکنند. اما با می   شـدگی حاصـل از  توان بر ایـن سـخت  می 2

شدگی حجمی فائق آمد. توجـه شـود کـه وجـود یـک قلـه       قفل

را Arc-Lengthماکزیمم در این نمودارها لزوم اسـتفاده از روش  
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  25  1397ستان تاب، 1، شمارة 37هاي عددي در مهندسی، سال روش

    
  (ب)  (الف)

میزز و ب) کانتور کرنش پلاستیک در  -دار تحت فشار: الف) کانتور تنش فونصفحه سوراخ یکی)(رنگی در نسخه الکترون -19شکل 

u mm pهاي مرتبه بالا با المان Aبا مش  4  pهاي مرتبه بالا با سلول Bراست) و مش  -(بالا 6  با  Cچپ) و مش  -(بالا 6

  (نیمه پایین) F-barهاي المان

  

  
  

  

Au / mm0 1  Au / mm 2 2  
Au / mm 6 5  

هاي با المان Aرگذاري با مش یافته در طول با تغییر شکلدار تحت فشار: هندسه صفحه سوراخ (رنگی در نسخه الکترونیکی) -20شکل 

pمرتبه بالا   pهاي مرتبه بالا با سلول Bراست) و مش  -(بالا 6    (نیمه پایین) bar-Fهاي با المان Cچپ) و مش  -(بالا 6

  

ش پلاسـتیک  میـزز و کـرن   -دهد. کانتورهاي تنش فوننشان می

Auجـایی  هاي مختلف در جابهحل  mm بـراي مـدل یـک     4

انـد.  ) نشان داده شـده 19دار هم در شکل (چهارم صفحه سوراخ

شود، تطابق خیلی خوبی بین نتایج حاصل طور که دیده میهمان

هاي مرتبه بالا و پایین به دسـت آمـده اسـت.    با استفاده از المان

دار در طول فشارگذاري نیز در شـکل  صفحه سوراخ تغییر شکل

شـود،  طـور کـه دیـده مـی    ) به نمایش درآمده است. همـان 20(

صفحه با چنان سوراخ بزرگی به یک قاب دو بعدي تحت فشار 

هاي غالب، مطابق با انتظـار، در اثـر   تغییر شکلشباهت داشته و 

 اند. نـواحی پلاسـتیک و الاسـتیک در هـر    خمش به وجود آمده

هاي قرمـز و آبـی   ترتیب با استفاده از رنگلحظه از بارگذاري به

ــد. مشــاهده مــینشــان داده شــده شــود کــه در ایــن مســئله،  ان

طور فراگیر اتفاق افتـاده و رفتـه رفتـه غالـب     شدگی بهپلاستیک

  گیرد.دامنه حل را با افزایش فشار دربرمی
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  گیرينتیجه -5

 -تاندارد پلاستیسـیته فـون  در این مقاله، تعدادي مسئله معیار اس ـ

میزز کرنش بزرگ با استفاده از روش اجزاي محدود مرتبه بالا و 

توسعه جدید آن بر مبناي رویکرد دامنـه مجـازي، روش سـلول    

محدود، تحلیل شدند. اهم نتایج حاصل از این مطالعه عددي در 

هاي مذکور در تحلیـل مسـائل پلاستیسـیته    مورد عملکرد روش

  تند از:کرنش بزرگ عبار

 بندي مبتنی هاي مرتبه بالا بدون تغییر فرمولها و سلولالمان

شدگی حجمی جایی قادر به فائق آمدن بر پدیده قفلهبر جاب

هـا و  هستند. بسته بـه نـوع مسـئله و تعـداد و انـدازه المـان      

P هاي با توابع شکل باسلول   رند.این توانایی را دا 2

 هـاي زیـاد   هاي مرتبه بالا نسبت به اعوجاجها و سلولالمان

هـاي مرتبـه پـایین دارنـد.     مقاومت بیشتري نسبت به المـان 

 تـوان مسـائل پلاستیسـیته را تحـت تغییـر     ترتیـب مـی  بدین

بندي مجـدد، تنهـا   هاي بسیار بزرگ، بدون نیاز به مششکل

 با یک مش تحلیل کرد.

 ساده و پیچیـده را بـه شـکل     هايروش سلول محدود هندسه

کند. بدین معنی کـه بـا ایـن روش مرحلـه     یکسانی تحلیل می

بـر  هـاي پیچیـده زمـان   بندي هندسه که در مورد هندسـه مش

 سادگی تولید یک مش کارتزین منظم است.است، در عمل به

 شود براي تحلیل مسـائل عملـی پلاستیسـیته از یـک     توصیه می

هاي با اندازه متوسط استفاده شـود  ها یا سلولمش ثابت با المان

 و همگرایی حل با افزایش درجه توابع شکل تحقیق شود.

دنبال مطالعه عددي انجام شـده در مقالـه   مؤلفان برآنند که به

حاضر، با استفاده از مسائل معیار استاندارد، هـر دو روش مـورد   

هـاي مهندسـی   بررسی را براي تحلیـل پلاسـتیک مـواد و سـازه    

کار برنـد. در مقالـه بعـدي، کـاربرد     ه از فلزات نرم بهساخته شد

روش سلول محدود براي تحلیل پلاستیسیته فلزات متخلخـل و  

هاي فلزي) که داراي هندسه بسیار پیچیـده هسـتند   سلولی (فوم

  گیرد.مورد بررسی قرار می

  

  تقدیر و تشکر

صـنعتی   تحقیق حاضر نتیجـه همکـاري تحقیقـاتی بـین دانشـگاه     

هاي صنعتی هامبورگ و مونیخ در آلمان اسـت.  دانشگاه اصفهان و

- هـاي الکسـاندر فـون   این همکاري تحت حمایت مالی موسسـه 

قرار داشـته اسـت. مؤلفـان از حمایـت ایـن       31و دآآد 30هومبولت

هاي علمی همکـاران تحقیقـاتی خـود    مؤسسات و همچنین کمک

  ند.هاي صنعتی هامبورگ و مونیخ کمال تشکر را داردر دانشگاه

  

 نامهواژه

1. locking 
2. over-stiff bahavior 
3. isogeometric analysis 
4. fictitious domain 
5. boundary conforming elements 
6. generalized finite element 

method (gfem) 
7. extended finite element method 

(xfem) 
8. non-uniform rational basis 

spline (nurbs) 
9. benchmark 
10. necking 

11. Hyperelastic 
12. Prantdl-Ruess 
13. Multiplicative Decomposition 
14. Hencky 
15. Incremental 
16. Implicit or Backward Euler 
17. Bobnov-Galerkin 
18. Newton-Raphson 
19. Discrete Gradient 
20. Blending Function Method 
21. Quasi Regional Mapping 
22. Extended/Embedding Domain 
23. Nitche Method 

24. Gauss Quadrature Rule 
25. Cut cell 
26. Modified/Composed Gauss 

Quadrature Rule 
27. Quadtree 
28. Octree 
29. Saturation Strength 
30. Alexander von Humboldt 

Foundation (AvH) 
31. German Academic Exchange 

Service (DAAD) 
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