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. در شودیپرداخته م میضخ ياهیلا تیکامپوز يهاورق لیاستفاده از روش نوار محدود در تحل یچگونگ یمقاله به بررس نیدر ا -چکیده

استفاده شـده   یدر جهت عرض يو لاگرانژ یتیو از توابع هرم یمفصل يمرز طیشرا ينوارها برا یدر جهت طول یتروش، از توابع مثلثا نیا

چو انجام شده است. از مفهـوم کـار    يبالا مرتبه گزاگیز يو تئور يمرتبه سوم رد یشکل برش رییتغ يتئورحاضر بر اساس  لیاست. تحل

اند. در ادامه بـه  شده يسازگسسته هاسیماتر نیکمک روش نوار محدود ااستفاده و به یو هندس یسخت يهاسیاستخراج ماتر يبرا يمجاز
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Buckling of Thick Laminated Composite Plates Based on Zigzag and 
Third order Shear Deformation Theories using the Finite Strip Method 
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Abstract: A semi-analytical finite strip method was developed for the buckling analysis of laminated composite plates based on 
zigzag and third order shear deformation theories. The displacement functions of the plates were evaluated using a continuous 
harmonic function series in the longitudinal direction that satisfied the simply supported boundary conditions and a piecewise 
interpolation polynomial in the transverse direction. By considering the displacement-strain relations and strain-stress relations, 
the standard and geometric matrices were evaluated using the virtual work principle. The numerical results related to the 
buckling of single-layer and multi-layer plates were presented based on two different plate theories. The effects of different  
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boundary conditions, length to thickness ratio, fiber orientation and modulus of elasticity were also investigated through numerical 
examples. 
 
Keywords: Buckling, Laminated Composite Plates, Zigzag Theory, Third order Shear Deformation Plate Theory, Finite Strip 
Method. 

 

 فهرست علائم

a  طول ورق  bB  وsB هـاي خمشـی و برشـی برحسـب     ماتریس کرنش

)  توابع شکل , , , )b b b
ij ij ijA B Z ــاتر ــلبیت  یسم ــرال ص ــل از انتگ ــاي حاص ه

خمشــی نســبت بــه ضــخامت بــراي ســختی 

  استاندارد

Bu ،Bv وBw  ماتریس مربوط به اثر کمانش برحسب توابع شکل

 zو  x ،yبا توجه به مشتقات نسبت به 

( , , )s s
ij ijA J هاي حاصل از انتگرال صلبیت برشی ماتریس

  نسبت به ضخامت براي سختی استاندارد

 
k

C1  و kC2   هـا در تئـوري   ضرائب وابسته به مشخصات لایـه

  زیگزاگ

( , , , )gu gu gu
ij ij ijA B J ــاتریس ــاتریس  م هــاي حاصــل از انتگــرال م

ی نسـبت بـه ضـخامت بـراي     ضرائب نیروی ـ

   xسختی هندسی براي مشتق نسبت به 

crN  بار بحرانی کمانش  

xn ،yn  وxyn نیروهاي اعمالی درون صفحه  

bS و sS ماتریس صلبیت خمشی و برشی ورق  

( , , , )gv gv gv
ij ij ijA B J ــاتریس ــاتریس  م هــاي حاصــل از انتگــرال م

ضرائب نیرویـی نسـبت بـه ضـخامت بـراي      

   y سختی هندسی براي مشتق نسبت به

i iW , R رمیتیتوابع شکل ه  

u،v وw  جایی در راستاي محور مؤلفه جابهx،y وz  

e
intW و e

extW  کار مجازي داخلی و خارجی  

gw
ijA ــاتریس ــاتریس  م هــاي حاصــل از انتگــرال م

ضرائب نیرویـی نسـبت بـه ضـخامت بـراي      

   zسختی هندسی براي مشتق نسبت به 

mY1وmY2 توابع شکل مثلثاتی  

   یونانی علائم

x  وy هاي برشی در راستاي محورمؤلفه چرخشy وx  

b عرض نوار   بردار کرنش برشی  

  

 

  مقدمه -1

اي در صنایع حساس و مهمی همچـون  هاي کامپوزیت لایهورق

ــازهاي    ــین ســاخت و س ــایی و همچن ــزات دری هوافضــا، تجهی

دلیل نسبت سـختی و مقاومـت بـه    مهندسی عمران و مکانیک به

هـا  وزن بالا، توانایی جـذب انـرژي بـالا و انعطـاف در طراحـی     

این نسبت به مصالح سنتی رشد قابل توجهی پیـدا کردنـد. بنـابر   

اي و کاربردهاي آن در صـنایع مختلـف   هاي کامپوزیت لایهورق

ــی ــت   م ــواد کامپوزی ــند. م ــوجهی باش ــل ت ــد موضــوع قاب توانن

خصوصیات مطلوب فراوانی دارند که مسائل چـالش برانگیـزي   

آورند. بنابراین مطالعـات  وجود میشان بهايرا نیز در رفتار سازه

، اهمیت مهـم و اساسـی   گونه موادمربوط به کمانش ساختار این

 مـدل  اي آنها دارد. بدین ترتیب توسـعه بینی پاسخ سازهدر پیش

ــه  ــار ورقریاضــی دو بعــدي مناســب ب ــه رفت هــاي منظــور ارائ

خود معطـوف کـرده اسـت.    اي توجه زیادي را بهکامپوزیت لایه

هاي مختلف هاي حل و تئوريمنظور حل چنین مسائلی روشبه

هـا  نحوي کـه شـناخت ایـن تئـوري    دند بهمرور زمان ارائه ش به

شـود. در  باعث بهبود و دقت در روند حل و همچنین نتایج مـی 

اي هاي کامپوزیـت لایـه  رو حل مسئله کمانش ورق تحقیق پیش

عنـوان یکـی از   گیـرد کـه بـه   به روش نـوار محـدود انجـام مـی    

هاي عددي از محبوبیت زیادي در بین مهندسان برخوردار روش

  است.  

هـایی  توانند به تئوريهاي تغییر شکل برشی ورق میتئوري
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و  ]1[بنـدي شـوند. رایسـنر    جایی و یا تنش دستهبر اساس جابه

عنـوان  تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول را که بـه  ]2[میندلین 

شد، توسـعه دادنـد.   میندلین نیز شناخته می -تئوري ورق رایسنر

د را بیشتر از مقادیر حقیقـی  این تئوري بار کمانش و ارتعاش آزا

زند و این بدان علت بود که کرنش برشی عرضـی در  تخمین می

گرفت و تئـوري برشـی مرتبـه    ضخامت ورق را ثابت درنظر می

منظـور جبـران تغییـرات    اول نیاز به یک ضریب اصلاح برش به

سهموي واقعی تنش برشی داشت کـه ایـن ضـریب بـر اسـاس      

کـرد و  و شرایط مرزي تغییر مـی  پارامترهاي هندسی، بارگذاري

راحتی بـراي هـر مسـئله آن را    شد تا نتوان بههمین امر سبب می

منظور غلبه بر مشکل بالا یک تئوري تغییر شکل محاسبه کرد. به

 1985و  1984هـاي  در سـال  ]3[برشی مرتبه بـالا توسـط ردي   

ارائه شد که در آن علاوه بر درنظر گـرفتن تغییـر شـکل برشـی     

صـورت سـهمی   آن را بـه  ،ر راستاي ضخامت تغییراتعرضی د

هاي برشی عرضی در سـطوح بـالایی و   گرفت و تنشدرنظر می

شد. در نتیجه دیگر نیـازي بـه   پایینی ورق صفر درنظر گرفته می

انرژي کرنشی برشی  استفاده از ضریب اصلاح برش در محاسبه

 هـاي هـاي تحلیلـی بـراي ورق   نبود. بر اساس این تئوري، حـل 

گـاهی  هاي متعامد و مورب نامتقارن با شرایط تکیهاي با لایهلایه

دست آمد. در این تئوري تعداد درجات آزادي همانند مفصلی به

تـري نسـبت بـه    تئوري برشی مرتبه اول است امـا نتـایج دقیـق   

  دهد. تئوري قبل می

هـاي کلـی سـازه    هاي فوق نتایج مناسـبی را بـراي پاسـخ   تئوري

کنند، اما ارتعاشی و بار بحرانی کمانش ارائه میهمچون فرکانس 

هـا، تئـوري   هاي برشی در این تئوريدلیل عدم پیوستگی تنشبه

منظور غلبه بر این موضوع ارائه شد کـه مجهـولاتی   لایه مجزا به

منظور نمایش پاسخ را براي بیان تغییر شکل برشی در هر لایه به

کـرد.  یج بهتر اسـتفاده مـی  تر و با نتاصورت دقیقها بهمحلی لایه

رغم اینکه دقـت خـوبی در محاسـبات خـود     اما این تئوري علی

هـا، اسـتفاده از   داشت ولی در صورت تمرکز بر رفتار کلی سازه

منظور تحلیـل رفتـار کلـی معمـولا ًنیـاز بـه       تئوري لایه مجزا به

لایـه معـادل   هاي محاسباتی بیشتري نسبت به تئوري تـک تلاش

کار برده شـده در  دلیل که تعداد درجات آزادي بهداشت. به این 

یافـت. بـه همـین    ها افـزایش مـی  تئوري لایه مجزا با تعداد لایه

منظور تئوري زیگزاگ ارائه شد، کـه در ایـن تئـوري بـا وجـود      

هـا و شـرایط صـفر بـودن     اینکه شرایط پیوستگی تنش بین لایـه 

ضـا  هاي برشی عرضی در سـطوح بـالا و پـایین ورق را ار   تنش

هـا بودنـد.   جایی مسـتقل از تعـداد لایـه   کرد، مجهولات جابهمی

از جملـه کسـانی بـود کـه      1993در سـال   ]4[بدین ترتیب چو 

طـوري کـه   تئوري با نام تئوري زیگزاگ مرتبه بالا ارائـه داد. بـه  

جـایی مرتبـه سـه بـراي     متغیر خطی زیگـزاگ بـه میـدان جابـه    

این تئـوري قسـمت    هاي درون صفحه اضافه کرد. درجاییجابه

جـایی  منظور نمایش میدان جابـه مرتبه سه مشابه تئوري ردي، به

هـا را در  ها و قسمت زیگـزاگ، رفتـار بـین لایـه    رفتار کلی لایه

گرفـت.  راستاي برآورده کردن پیوستگی تنش برشی درنظـر مـی  

جایی در تئوري تغییر لازم به ذکر است که تعداد مجهولات جابه

هـاي تغییـر شـکل برشـی     شده با تئـوري  دهشکل زیگزاگ استفا

محاسـباتی تحلیـل    و بنابراین هزینـه  مرتبه اول و سوم برابر بود

تئـوري افـزایش   نـوع  هاي کامپوزیت در مقایسه با ایـن دو  ورق

    .فتیانمی

یک تئوري برشی مرتبـه بـالاتر    1994در سال  ]5[شو و سان 

اي پوزیـت لایـه  هـاي کام ساده بهبود یافته براي تغییـر مکـان ورق  

درنظر گرفتند. در این تئوري تعداد متغیرهـاي وابسـته بـا تئـوري     

برشی مرتبه اول برابر بود و علاوه بر آنکه توزیـع سـهموي بـراي    

گرفـت  در راستاي ضخامت درنظر مـی  1هاي برشی عرضیکرنش

هـا ایجـاد   هاي برشی عرضی در بـین لایـه  یک پیوستگی بین تنش

هـاي مختلـف   تئـوري  1999در سال  ]6[فارس و زنکور  کرد.می

رفتـار کمـانش و    منظـور مطالعـه  اي همگـن را بـه  هاي لایـه ورق

اي ناهمگن مورد مطالعه قرار هاي مستطیلی لایهارتعاش آزاد ورق

اي هـاي لایـه  دادند. آنها معادلات حاکم بر پاسـخ دینـامیکی ورق  

 ـ    ت ناهمگن را بر اساس یک تئوري مرتبـه بـالاي سـازگار در حال

طوري کـه ایـن معـادلات بـر اسـاس هـر       کلی استخراج کردند به

دسـت آوردن بودنـد. تپـدار و    تر نیـز قابـل بـه   تئوري مرتبه پایین

یک مدل اجـزا محـدود بـراي آنـالیز      2003در سال  ]7[همکاران 
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هاي کامپوزیت و سـاندویچی توسـعه دادنـد. مـدل آنهـا بـر       ورق

شده بـود   لاي اصلاحاساس یک تئوري تغییر شکل برشی مرتبه با

که شرایط صفر بودن تنش برشـی در بـالا و پـایین سـطح ورق و     

کـرد. در ایـن   ها را ارضا میهاي برشی در بین لایهپیوستگی تنش

هـا وابسـته نبـوده و هماننـد     تئوري تعداد مجهولات به تعداد لایه

 تعـداد مجهـولات نسـبت بـه صـفحه      2لایه معادلهاي تکتئوري

لایـه  هـم شـرایط تـک    ،ایـن تئـوري   شدند. بنابرمی میانی محاسبه

لایـه مجـزاي    شد و هم بر اساس مفهوم تئوريمعادل را شامل می

سازي اجـزاء محـدود ایـن تئـوري ورق،     ورق بود. آنها براي پیاده

در سـال   ]8[زنکـور   کار بردند.یک المان مستطیلی چهار گرهی به

اي کـه  یـت لایـه  هـاي کامپوز از یک تئوري یکپارچـه ورق  2004

شامل تئوري کلاسیک، برشـی مرتبـه اول، مرتبـه سـوم و تئـوري      

منظـور بررسـی پاسـخ خمشـی     شد، بـه برشی با تابع سینوسی می

اي تحت یک بـار مکـانیکی عرضـی، توزیـع شـده      هاي لایهورق

صورت سینوسی و تحت یـک دمـا بـا توزیـع غیـر یکنواخـت       به

اي بـا  هـاي لایـه  ي ورقسینوسی استفاده کرد و حل تحلیلی را برا

گاه مفصلی بـا اسـتفاده از حـل نـاویر و تکنیـک جداسـازي       تکیه

حـل دقیقـی    2007در سال  ]9[متغییرها توسعه داد. ژونگ و گیو 

هـاي  هـاي مسـتطیلی بـا لایـه    منظور بررسی رفتار کمـانش ورق به

گاهی مفصـلی در معـرض   متقارن و با الیاف متعامد و شرایط تکیه

فحه با تغییرات خطی و در یک راستا و بر اساس بارهاي درون ص

در  ]10[تئوري برشی مرتبه اول ارائه کردنـد. کلکـارنی و کپوریـا    

ن چهار ضـلعی بـه کمـک روش    با استفاده از یک الما 2008سال 

اجزاء محدود و بر اساس تئوري مرتبه بـالاتر زیگـزاگ، ارتعـاش    

ــه آزاد ورق ــت لای ــاي کامپوزی ــورب  ه ــد و م ــاف متعام ــا الی اي ب

کـیم و   هاي سـاندویچی را بررسـی کردنـد.   هاي مایل و ورقورق

براي  2009در سال  3ورق شده همکاران از دو نوع تئوري اصلاح

براي ارتعاش  2010و در سال  ]11[مکان و کمانش بررسی تغییر 

هاي نامتقـارن  یه، با ترکیب لا]12[اي هاي کامپوزیت لایهآزاد ورق

و با الیاف متعامد و مورب به کمـک حـل نـاویر اسـتفاده کردنـد.      

ــاران   ــار و همک ــورش کوم ــال  ]13[س ــاي  2011در س پارامتره

اي هـاي لایـه  اي مختلف را بـراي ورق هاي لایهارتعاش آزاد ورق

گـاه  با الیاف متعامد و مورب تحت یک نوع شرایط مرزي با تکیـه 

جایی برشـی مرتبـه بـالاتر    مفصلی مشخص و بر اساس مدل جابه

همراه با تابع زیگزاگ بررسی کردند که این تابع ناپیوستگی شـیب  

بخشـید. آنهـا توابـع    هاي ورق کامپوزیت را بهبود میان لایهدر می

مرتبط را با استفاده از حالت دینامیکی اصل کار مجازي و یا اصـل  

دسـت  هـاي عـددي بـه   همیلتون و به کمـک حـل نـاویر و روش   

یک تئوري زیگـزاگ   2013در سال  ]14[آوردند. سوهو و سینگ 

با تابع معکوس مثلثاتی با یک المان چهارضلعی هشت گرهـی بـا   

هـاي  هفت درجه آزادي بر هر گـره، بـراي آنـالیز اسـتاتیکی ورق    

شـد کـه   اي و ساندویچی ارائه دادند. در آن تئوري فرض مـی لایه

جایی مرتبـه بـالا در راسـتاي ضـخامت ورق، شـرایط      میدان جابه

هـاي برشـی   ها و همچنـین صـفر بـودن تـنش    ی میان لایهپیوستگ

د. سـیاد و  کن ـمـی  ر سـطوح بـالا و پـایین ورق را ارضـا    عرضی د

لایه از تئوري تغییر شکل برشی مثلثاتی تک 2014گیوگل در سال 

منظور درنظر گرفتن اثرات تغییر شکل برشی و اثر کرنش معادل به

اي و هـاي لایـه  )، بـراي تحلیـل خمشـی ورق   z( 4نرمال جانبی

و بـراي   ]15[گیـري متعامـد   ساندویچی با ترکیب الیاف با جهـت 

ــانش ورق ــه کم ــتطیلی لای ــاي مس ــا  ه ــارن و ب ــاف متق ــا الی اي ب

هاي ایزوتروپیک، ایزوتروپیک گیري متعامد و همچنین ورقجهت

عرضی و ارتوتروپیک تحت بارهـاي درون صـفحه در یـک و دو    

استفاده کردند. ایشان معادلات حاکم و شـرایط مـرزي    ]16[راستا 

دسـت  را با استفاده از اصل کار مجازي و حـل تحلیلـی نـاویر بـه    

جایی آورده و تابع کسینوس را در راستاي مؤلفه ضخامت در جابه

منظور درنظر گرفتن اثـر کـرنش نرمـال جـانبی اسـتفاده      عرضی به

 wؤلفـه تغییـر مکـان   عبارت دیگر ایشان یک جمله به مکردند. به

در راستاي ضخامت با تغییرات تابع کسینوسی راستاي ضـخامت،  

را در  zاضافه کردند تـا بـه کمـک آن بتواننـد اثـرات تغییـرات       

  محاسبه تغییر شکل جانبی ارزیابی کنند.  

شکل ورق بر  رو سینماتیک تغییر در بخش دوم تحقیق پیش

اساس دو تئوري مذکور بیان شده و روابط مربـوط بـه کمـانش    

اي با استفاده از اصل کار مجـازي و بـه   هاي کامپوزیت لایهورق

کمک روش عددي نوار محدود استخراج شده است. در بخـش  
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سوم نتایج حاصل از کمانش ورق تحت شرایط مـرزي، نسـبت   

لف الیاف ارائه شـده  بعد به ضخامت، ترکیب لایه و زوایاي مخت

گیـري از  بنـدي و نتیجـه  است و درنهایت در بخش چهارم جمع

  رو ذکر شده است. تحقیق پیش

  

 استخراج روابط  -2

 5اي زیگزاگ مرتبه بالاي چـو لایه تئوري بر اساستحلیل حاضر 

ایـن   بر اساسبیان شده است.  6و تئوري برشی مرتبه سوم ردي

ــوري ــه دو تئ ــاییجاب ــايج ــه wو u، v ه ــر نقط  اي ازدر ه

(z, y, x) میـانی ارتبـاط دارنـد.     هاي صفحهجاییها، با جابهلایه

  جایی بر اساس تئوري زیگزاگ بدین گونه است:میدان جابه

)1(  

   

 

x

y

w

uu xz ( ) ;
wv v

y

F(z) F(z)( ) F(z) F(z)

w w (x, y)

 
                  

  
 
  



F z

F z

0

0

00

11 12
21 22

0

  

جـایی در راسـتاي   ترتیـب جابـه  بـه  wو u،vدر رابطـه فـوق،  

محـور   zو در زمان مشخصی هسـتند کـه   zو x،yمحورهاي

ورق و در راستاي ضخامت آن اسـت. در واقـع    عمود بر صفحه

ها تحـت شـرایطی اسـت کـه بارهـاي      هدف اصلی بررسی ورق

هاي بزرگی در ورق ایجاد نکننـد.  جاییوارده جابه F(z)   یـک

2ماتریس ی در ضـخامت  است که تغییرات تغییر شکل برش 2

دهد. تئوري زیگـزاگ چـو، یـک تغییـر خطـی      ورق را نشان می

ــه  ــراي جاب ــزاگ ب ــاییزیگ ــدان   ج ــک می درون صــفحه روي ی

کند که این امر موجب جایی با تغییرات مرتبه سه فرض میجابه

هاي برشی عرضی در راستاي ضـخامت ورق  توزیع پیوسته تنش

.شودمی kF(z) اي مطـابق  این تئـوري فـرم پیچیـده    بر اساس

  :]17[کند ) پیدا می2( رابطه

)2(           k k k
z z z   F(z) F F F F2 3

2 3 41  

 لایــه اســت و  شــماره دهنــدهنشــان kکــه در آن انــدیس 

 kF1، kF2، F3 و F4 ــر  ــ ب ــاس خصوص ــواد و  اتیاس م

  :شوندیم نییتع ریبه فرم ز هاهیلا ضخامت

)3(
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3 2  

ــه در آن  ــاتر  hک ــوده و م ــخامت ورق ب ــاسیض  يه kC1  و

 kC2 شوندیصورت محاسبه م نیبد زین:  

)4(

  

    

    

k

l lk
l

k

l lk
l

z z

z z







 

 





sk

sk

C Q

C Q

1 1
1

2 2
2 1

1

  

میـانی بـین    در فاصـله  zمختصـات   kzها، تعداد لایه Nکه در آن 

kو kلایه  1  .است I اتریس واحد، مm میـانی و   لایـه  شماره

صـــورتی کـــه یـــا اولـــین شـــماره بعـــد از صـــفحه میـــانی، بـــه

 m m mz or z z  10 skQ باشد. 0      ماتریس سـختی برشـی

ــه  ــهkلای ــز ب ــورت ام نی ص
T T

xz yz xz yz, ,skQ             

از سوي دیگر ماتریس  شود.تعریف می F(z) توانـد بـر اسـاس    می

هاي برشـی در ضـخامت   تئوري برشی ردي که در آن تغییرات کرنش

  :نیز بیان شود اند به فرم زیرصورت سهمی نشان داده شدهورق به

)5(
  

z
F(z) F(z) z

h
F(z) F(z)

 
   

 
 

 

2

11 22 2

12 21 0

4
1

3  

  

 روش نوار محدود   -2-1

اي بـه تعـدادي   ق کامپوزیت لایهطبق روش نوار محدود یک ور

) بـا سـه خـط گرهـی بـا فواصـل یکسـان        1نوار مطابق شکل (

هـاي  جـایی شوند. در این مورد جابهاند، تقسیم میمشخص شده

، u0هاي درون و بیرون از صفحه جاییمیانی، شامل جابه صفحه

v0 وw0 هـاي نرمـال   همچنین چرخشx  وy  تواننـد  مـی

  ) بیان شوند:10) تا (6برحسب درجات آزادي مطابق روابط (
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  اي یک المانالمان نوار محدود و درجات آزادي در خطوط گره -1 شکل
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)10(  
r
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ورق در  هاي درون صفحهییجاجابه v0و  u0در روابط فوق 

,x)نقطه y, تغییر مکان ورق که فرض  w0روي میان صفحه،  0(

هـاي  چرخش yو xشود در راستاي ضخامت ثابت است،می

ورق  xو yترتیب حـول محورهـاي  میانی به عمود به صفحه

sin(m ترتیــببــه mY2و  mY1بــوده و  y a) وcos(m y a) 

  ) است.1( شکلطول نوار و مطابق  aهستند که در آنها 

ــراي  ــبـ ــاهجابـ ــفحهییجـ ــاي درون صـ و  v0و  u0 هـ

 از توابـع شـکل لاگرانـژ مطـابق رابطـه      y و x هايچرخش

تـی  از توابع هرمی w0ورق  یی برون صفحهجاجابه) و براي 11(

  ) استفاده شده است:12( مطابق رابطه

)11(
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عرض نوار است. بردار درجات آزادي مربـوط بـه    sbدر روابط فوق 

هـا  تعداد هارمونیک m، که در آنmΔیک المان نوار محدود با بردار 

mو بـراي مقـادیر مختلـف     r(مودها) اسـت و بـه تعـداد    r1 

  شود:) نمایش داده می13( شود، مطابق رابطهنوشته می

)13(  
T

   m m m mΔ Δ Δ Δ1 2 3  

) به فرم 13( در رابطه mΔ3 و mΔ1 ،mΔ2هر یک از بردارهاي 

هاي برشی مرتبـه بـالاي   تئوري بر اساسشوند که زیر نوشته می

برشی مرتبه سوم ردي، بردار درجـات آزادي   زیگزاگ و تئوري

  ) است:14( براي یک المان با سه خط گرهی مطابق رابطه

)14(
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بردار درجات آزادي درون صفحه در  iu و iu فوق در رابطه

بــردار درجــات آزادي درون  iv و iv ، وx راســتاي محــور

اي درجه 90هستند که اختلاف فاز  y تاي محورصفحه در راس

بـا   iv همچنین iuبا  iu با هم دارند. همچنین درجه آزادي

iv    ارنـد.  اي بـا یکـدیگر د  درجـه  90نیز اخـتلاف فـازiw و 

 iw x  ترتیب بردار درجات آزادي تغییر مکان و چـرخش  به

بــردار درجــات آزادي مربــوط بــه  yi و xi بــرون صــفحه و

 y ترتیب حول محورهايمیانی به هاي عمود به صفحهچرخش

  هستند. x و

 r نهایتاً بردار درجات آزادي مربوط به یک نوار و به تعداد

 شود:) تعریف می15صورت رابطه (هارمونیک به

)15(  
T

   r   1 2  

گـاه  هـم بـا تکیـه   روي گـاه روبـه  اي بـا دو تکیـه  براي ورق لایه

ــوار،   ــر اســاسمفصــلی، شــرایط مــرزي در هــر دو انتهــاي ن  ب

  شود:) تعریف می16( هاي مذکور مطابق رابطهتئوري

)16(  x y y xyw , M , N N ; y , y a       0 0 0 0  

براي بررسی رفتار مکـانیکی یـک سیسـتم لازم اسـت در ابتـدا      

هاي مـورد نظـر   مقادیر تنش و کرنش سازه مرتبط با تغییر شکل

اي منظـور  گونهها بایستی بهشوند. بنابراین مقادیر کرنشتعریف 

همـین  هاي مورد انتظار باشند. بـه شوند که سازگار با تغییر شکل

خـوبی روشـن شـوند. در اینجـا     منظور باید فرضـیات اولیـه بـه   

بردارهاي کرنش درنظر گرفته شده براي استفاده در روابـط ورق  

) 18) و (17روابط (در حالت کلی و براي خمش و برش مطابق 

  شوند:نوشته می

)17(  
T

T

x y xy
u v u v

x y y x

    
             

ε  

)18(  
T

T

yz xz
v w u w

z y z x

    
             

γ  

زیگزاگ  تئوري بر اساسهاي خمشی و برشی ایجاد شده کرنش

) 18) و (17) در روابــط (1( تواننــد از قــرار گــرفتن رابطــهمــی

  صورت زیر نوشته شوند:به

)19(

  

T

T

TT
y yx x

T T
y y x x

u v u v
ε

x y y x

w w w
z

x yx y

F(z) F(z)
x y y x

F(z) F(z)
x y y x

    
       

   
    

    
    

         
      

   
     

0 0 0 0

2 2 2
0 0 0

2 2

11 22

12 21

0 0

0 0

2
  

)20(
  

 

 

TT
x y

T T
y x

F(z) F(z)

z z
F(z) F(z)

z z

 
       

 
     

11 22

12 21

0 0

0 0


  

  توان آن را به فرم زیر نمایش داد:که می

)21(  
z F z F z

F z F z

    



a b

c d

ε ε κ ( ) χ ( ) χ

( ) χ ( ) χ

0
11 22

12 21

  

)22(
  

F(z) F(z) F(z)

z z z
F(z)

z

  
   

  




a b c

d

11 22 12

21

   


  

و به کمک  گزاكیز يتئور بر اساس یو برش یبردار کرنش خمش

  کرد: یسیبازنو ریصورت زبه توانیروش نوار محدود را م

)23(  
r

m

 
   
   
   
      

    
   
   
   
    

  


a

b

c

d

b-ε
m

b-κ
m

b-χ
ma b

mb-χ
b m

b-χc
m

d b-χ
m

B
ε

Bκ

Bχ
Δ B Δ

χ B
χ

B
χ

B

1

0

0

  

)24(

  
r

m

 
   
      

    
   
       



a

b

c

d

s-γ
ma
s-γ

b m s
ms-γ

c m

s-γd
m

Bγ

γ B
Δ B Δ

γ B
γ

B

1

  

b-εکه در آن هر یک از بردارهـاي  
mB 0 ،b-κ

mB ،as-γ
mB ،bs-γ

mB 

اند که هـر کـدام مربـوط بـه     و ... از سه بردار دیگر تشکیل شده

رهی در المان نوار محدود بوده و مطابق روابـط زیـر   یک خط گ
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  شوند:نشان داده می

)25(      
 

b- b- b- b-
m m m mB B B B1 2 3  

)26(      
 

s- s- s- s-
m m m mB B B B1 2 3  

 ،0، شـامل هـر یـک از پارامترهـاي      فوق پارامتر  در رابطه

a، b، c  وd و     شــامل هریــک از پارامترهــايa، 

b، c و d   هـا برحسـب توابـع    است و هر یـک از مـاتریس

و توابع لاگرانژ و هرمیتـی در راسـتاي    y مثلثاتی در راستاي محور

  شوند.صورتی که در پیوست آمده است نمایش داده میبه x محور

  

 کرنش  -روابط تنش -2-2

تـنش و کـرنش بـراي مـواد کامپوزیـت       بعدي تعیین رابطـه گام 

امـین لایـه    kهمین منظور معادله بنیادین بـراي  اي است. بهلایه

ارتوتروپیک در دستگاه مختصات ماده استخراج شده و با تبعیت 

 نظـر از از قانون هوك براي وضعیت تـنش مسـطح و بـا صـرف    

zو 27صـورت روابـط (  ، براي دو بخش خمشی و برشی به (

  شود:) به فرم فشرده بیان می28(

)27(  i,j ijσ Q ε , ,12 6  

)28(  i,j  ,4 5   ijτ Q γ  

ــه ورق  ــایی ک ــه از آنج ــاي لای ــدین ورق  ه ــولاً از چن اي معم

توجه به محورهاي مواد هر لایـه  اند، با ارتوتروپیک تشکیل شده

هاي متفاوتی را نسبت به مختصات کلی ورق دارند، گیريجهت

,z)لایه باید به مختصات کلی  بنابراین معادلات هر y, x)   انتقـال

هاي تنش و کرنش برحسب مختصـات  یابند و بدین گونه مؤلفه

  شوند:) بیان می30) و (29صورت روابط (کلی به

)29(  

(k)(k) (k)

x x
y y

xy xy

Q Q Q
Q Q Q
Q Q Q

              
         

11 12 16

12 22 26

16 26 66

  

)30(     
(k)(k) (k)

yz yz

xz xz

Q Q
Q Q

      
44 45
45 55

  

هـاي دوران بـدین   کمـک اسـتفاده از مـاتریس   بـه  ijQضرائب 

  :]6[شوند صورت نوشته می

)31(

  

Q Q cos

(Q Q )sin cos Q sin

Q (Q Q Q )sin cos

Q (sin cos )

Q Q sin

(Q Q )sin cos Q cos

Q (Q Q Q )sin cos

(Q Q Q )sin cos

Q (Q Q Q )

 

   

    

 

 

   

    

   

  

4
1111

2 2 4
12 66 22

2 2
11 12 6612

4 4
12

4
1122

2 2 4
12 66 22

3
11 12 6616

3
12 22 66

11 12 6626

2 2

4

2 2

2

2

2 sin cos

(Q Q Q )sin cos

Q (Q Q Q Q )sin cos

Q (sin cos )












  

   
      


 

3

3
12 22 66

2 2
11 22 12 6666

4 4
66

2

2 2

  

)32(
  

Q Q cos Q sin

Q (Q Q )sin cos

Q Q sin Q cos

   


   
    

2 2
44 5544

55 4445
2 2

44 5555

  

 x گیري شده از مختصـه اندازه زاویه )، 32() و31( در روابط

(مختصـات مـاده) در خـلاف     x1(مختصات کلی) تـا مختصـه   

ها ساعت است. باید توجه داشت که تغییرات تنش جهت عقربه

 در هر لایه مستقل از لایه دیگر بوده که دلیل آن تغییـر 
(k)
ijQ  از

فـوق بـدین    یک لایه به لایه دیگر است. ثابت مواد در دو رابطه

  اند:صورت بیان شده

)33(
  

E E E
Q , Q

E
Q , Q G

Q G , Q G

 
         

     
  

1 12 2 21 1
11 12

12 21 12 21 12 21

2
22 66 12

12 21

44 23 55 13

1 1 1

1
  

ــا،  ــه در آنه ــدول الاستیســیته،  E2و  E1ک  G23و  G12 ،G13م

هـاي  ضرائب پواسون هستند. انـدیس  21و  12مدول برشی، 

ترتیب، جهات الیاف و عمود بر آن در داخل صفحه یک و دو به

ورق و خـارج از   ورق و اندیس سـه جهـت عمـود بـر صـفحه     

عبـارتی محورهـاي یـک، دو و سـه     دهند. بهرا نشان می صفحه

  جهت قرارگیري الیاف هستند. بر اساسها محورهاي محلی لایه

  

 کار مجازي  -2-3

هاي سختی، هندسـی و جـرم از رابطـه    جهت استخراج ماتریس

یـابی  شود. به این ترتیب که پس از درونکار مجازي استفاده می

بطه کار مجـازي بـراي هـر المـان     ها، لازم است تا راتغییر شکل

  ) نوشته شود:34( مطابق رابطه

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
jc

m
e.

37
.1

.8
3 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
22

87
69

8.
13

97
.3

7.
1.

4.
8 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 iu
tjo

ur
na

ls
.iu

t.a
c.

ir
 o

n 
20

24
-0

5-
07

 ]
 

                             8 / 23

http://dx.doi.org/10.29252/jcme.37.1.83
https://dorl.net/dor/20.1001.1.22287698.1397.37.1.4.8
http://iutjournals.iut.ac.ir/jcme/article-1-636-fa.html


  91  1397ستان تاب ،1، شمارة 37هاي عددي در مهندسی، سال روش

)34(  e e
int extW W    

eعملگـر تـابع تغییراتـی اسـت و      که در ایـن رابطـه   
intW  وe

intW 

انجـام شـده خـارجی بـر     ترتیب مقادیر کار انجام شده داخلی و کار به

هاي لازم جهـت حـل مسـائل    المان هستند که براي استخراج ماتریس

همین منظـور ایـن بخـش شـامل دو     شوند. بهمختلف ورق نوشته می

ترتیـب روابـط   ها بهشود که در هریک از این زیر بخشزیر بخش می

کار مجازي داخلی و کار مجازي خارجی مربوط به نیروهـاي اعمـالی   

شـود. در ایـن   ها بیان مـی ه مربوط به تحلیل کمانش ورقدرون صفح

بخش کار مجازي داخلی شامل دو قسمت، یکی مربـوط بـه خمـش    

تـوان مقـادیر   شود. بدین منظور میورق و دیگري مربوط به برش می

  ) نوشت:35( صورت رابطهکار مجازي داخلی سیستم را به

)35(  e b s
int int intW W W   

  :شودی) محاسبه م36( صورت رابطهوط به خمش بهمرب يکار مجاز

)36(  b T
intW dV  ε σ

1

2
  

) قـرار دادن هـر دو رابطـه در    27) و (21( با ترکیـب دو رابطـه  

هر یک از بردارهاي مربوط  ) و ضرب جمله به جمله36( رابطه

 dVبه کرنش در بردارهاي مربوط به تـنش و تفکیـک انتگـرال    

، کـار مجـازي   dz(جـزء سـطح) و    dA(جزء حجم المان) بـه  

هاي کرنش بـه فـرم   داخلی مربوط به خمش با منظم کردن بردار

  شود:زیر نشان داده می

)37(

b T T T T T T
intW

dA

 
 

 
  
  
  
  
  
  
  
  
    

 

 a b b c

b b b b b b

b b b b b

b b b b
a

b b b
b

b b c

db

ε κ χ χ χ χ .

A B D G L T
ε

C E H O U κ

F I P V χ
.

χsym. J R W

χS X
χ

Z

0

0

1

2

  

، به معناي ترانهاده مـاتریس اسـت و   Tفوق بالانویس  در رابطه

  اند. و... در پیوست ذکر شده bA ،bBهاي ماتریس

در ادامه کار مجازي داخلی مربوط بـه بـرش نیـز بـه شـرح      

  شود:) محاسبه می38( رابطه

)38(  s T
intW dV  γ τ

1
2

  

) و قرار دادن هر دو رابطه در 28( ) و رابطه22( با ترکیب رابطه

کـار مجـازي    ) و انجام رونـد ذکـر شـده در محاسـبه    37( رابطه

مربوط به خمش، کار مجازي داخلی مربوط به بـرش بـا مـنظم    

  شود:هاي کرنش، به فرم ماتریسی زیر نشان داده میکردن بردار

)39(  

s T T T T
intW

dA

 
 

 
  
  
  
  
  
   

 a b c d

s s s s
a

s s s
b

s s c

s d

γ γ γ γ .

A B D G γ

γC E H
.

γsym. F I
γ

J

1
2

  

  اند.و... در پیوست ذکر شده sA ،sBهاي ماتریس

منظور حل مسئله کمانش نیاز به استخراج روابـط  در ادامه به

کار مجازي توسط نیروهاي درون صفحه است کـه هـر یـک از    

  شوند:صورت زیر بیان میهاي کار مجازي بهجزء

)40(  u T
extW dV  u uG σ G0

1
2

  

)41(  v T
extW dV  u vG σ G0

1
2

  

)42(  w T
extW dV  u wG σ G0

1
2

  

) 1( با ترکیـب بـا رابطـه    wG و uG ،vGکه در آن بردارهاي 

صـورت روابـط زیـر نوشـته     یی بـه جـا جابههاي برحسب مؤلفه

  شوند:می

)43(

  

T T

T T
x x

T
y y

u uu u

x y x y

w w
z F z

x y x yx

F z
x y

     
     

      

     
      

       

  
 
   

0 0

2 2
0 0

112

12

uG

( )

( )

  

TT T
v v w wv v

z
x y x y x y y

        
                     

2 2
0 0 0 0

2vG  

)44(  
T T

y y x xF z F z
x y x y

     
   

       
22 21( ) ( )  
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)45(  
T T

w ww w

x y x y

     
          

wG 0 0  

  کرد:توان به فرم زیر نیز بیان که می

)46(  z F z F z   uG ε κ ( ) χ ( ) χ1 1 11 1 12 2  

)47(  z F z F z   2 2 22 2 21 1vG ε κ ( ) χ ( ) χ  

)48(  wG ε3  

نیروهاي محوري اعمالی  بر اساساي اولیه تنش درون صفحه ماتریس

نیروهـاي   ynو  xn) بیان شده است. که در آن 49( صورت رابطهبه

 yو  xمحوري اعمـالی بـه ورق در واحـد عـرض آن در راسـتاي      

  نیروي برشی اعمالی در واحد عرض ورق است: xynهستند و 

)49(  
x xy

xy y

n n

n nh

 
  

  
σ0

1
 

ترتیـب در  ) بـه 48) تـا ( 46که هـر یـک از روابـط (    در صورتی

گـذاري شـوند، کـار مجـازي داخلـی      ) جاي42) تا (40روابط (

uنیروهاي اعمالی درون صفحه، بـراي  
ex tW ،v

ex tW  وw
ex tW 

 zدست خواهند آمد که براي جداسازي جملات شامل متغیر به

توان با ضـرب  گیري میتر شدن انتگرالاز سایر جملات و ساده

uپرانتـز اول در پرانتـز دوم در    جمله به جمله
ex tW  و محاسـبه 

زیـر   و همچنین منظم کردن آنها مطابق رابطه zها روي انتگرال

  نشان داد:

)50(  

u T T T T
extW

dA

 
 

 
  
  
  
  
  
   


gu gu gu gu

gu gu gu

gu gu

gu

ε κ χ χ .

A B D G ε

κC E H
.

χsym. F I
χ

J

1 1 1 2

1

1

1

2

1
2

 

uمطابق روند ذکر شـده بـراي   
ex tW     ،در روابـط مربـوط بـه آن

v
ex tW  وw

ex tW ــه ــز ب ــط ( نی ــابق رواب ــب مط ) 52) و (51ترتی

  شوند:تعریف می

)51(  

v T T T T
extW

dA

 
 

 
  
  
  
  
  
   

 2 2 2 1

2

2

2

1

1
2

gv gv gv gv

gv gv gv

gv gv

gv

ε κ χ χ

A B D G ε

κC E H

χsym. F I
χ

J

  

)52(  w T
extW dA 

gwε A ε3 3
1
2

 

. در پیوست و .. guA ،gvA ،gwAهاي در روابط فوق ماتریس

  اند.آورده شده

هاي مربوط به نیروهـاي درون صـفحه جهـت حـل     ماتریس

مسئله کمـانش بـه کمـک روش نـوار محـدود و هماننـد رونـد        

صـورت زیـر   استخراج بردارهـاي کـرنش خمشـی و برشـی بـه     

  شوند:نمایش داده می

)53(  
r

m

 
   
      

    
   
       



u-ε
m

u-κ
m u

mχ
m

χ
m

Bε

κ B
Δ B Δ

χ B
χ

B

1

1

1

2

1

1

1 1

2

  

)54(  
r

m

 
   
   

    
   
   

 



v-ε
m
v-κ

vm
mχ

m
χ
m

Bε
κ B

Δ B Δ
χ B
χ

B

2

2

2

1

2

2

2
1

1

  

)55(  
r

m

  w-ε w
m mε B Δ B Δ3

3

1

  

کمـک روش نـوار محـدود    که به wBو  uB ،vBهاي ماتریس

اند تئوري زیگزاگ استخراج شده بر اساسبرحسب توابع شکل 

  اند.در پیوست آورده شده

کــار  بــر اســاسد در اینجــا، روش اجــزاء محــدود اســتاندار

هاي سختی و ماتریس هندسـی  مجازي جهت استخراج ماتریس

 بـر اسـاس  تواننـد  کار رفته است که روابط اجزاء محـدود مـی  به

) 57) و (56صـورت روابـط (  دسـت آینـد و بـه   ) بـه 34( معادله

  شوند:تعریف می

)56(  e b s
int int intW W W   

)57(  e u v w
ext ext ext extW W W W    

از کارهاي داخلـی و خـارجی ذکـر شـده در روابـط      یک  هر

ــر شــده 57) و (56( ــل ذک ــبات قب ــا  ) در محاس ــد. حــال ب ان

گذاري روابط مربوط به هر یک از این کارهاي مجـازي  جاي

) بازنویسـی  58( صـورت رابطـه  )، این رابطه به34( در رابطه

  شود:می

)58(  b s u v w
int int ext ext extW W W W W         
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) 63) تـا ( 59صورت روابـط ( ) به58( از جملات رابطه کیهر 

  :شوندیم فیتعر

)59(   b T T

A
W dA   

b b
int b(B ) D B  

)60(   s T T
int

A
W ( ) dA   

s s
sB D B  

)61(   u T T
ext

A
W ( ) dA   

u u
uB S B  

)62(   v T T
ext

A
W ( ) dA   

v v
vB S B  

)63(   w T T
ext

A
W ( ) dA   

w w
wB S B 

معتبـر اسـت، بنـابراین     Tروابط فوق بـراي هـر تغییـري از    

توانند به فرم ماتریسـی و بـراي مسـائل    روابط اجزاء محدود می

  ) بیان شود:64( کمانش ورق مطابق رابطه

)64(      gK K 0 

 صـورت رابطـه  بـه  gKو ماتریس هندسـی   Kماتریس سختی 

  شوند:) تعریف می66) و (65(

)65(  T T

A A
( ) dA ( ) dA  

b b s s
b sK B D B B D B  

)66(  
T

A
T T

A A

( ) dA

( ) dA ( ) dA

 




 

u u
g u

v v w w
v w

K B S B

B S B B S B
 

هاي شـامل  ترتیب ماتریسبه sSو  bS، )66( ) و65( وابطدر ر

 بـر اسـاس  هاي صلبیت خمشی و برشی ورق هسـتند کـه   مؤلفه

)، 37( عنوان نمونه در رابطهکنند. بهر میهاي مختلف تغییتئوري

و  bSو ... تشکیل ماتریس  bA ،bBهاي ماتریس شامل مؤلفه

و ... تشکیل  sA ،sBهاي )، ماتریس شامل مؤلفه39( در رابطه

 بـر اسـاس  دهند و تئوري زیگزاگ می بر اساسرا  sSماتریس 

و  uS، vS)، 66( تئوري ردي به همین منوال اسـت. در رابطـه  

wS هاي شامل ماتریس تئوري زیگزاگ بر اساسعنوان نمونه به

بـر  ) هسـتند کـه   52) و (51)، (50ضرائب نیرویـی در روابـط (  

  ردي نیز همین گونه هستند. تئوري اساس

منظور براورد دقت تحلیل حاضر، بار بحرانی با اسـتفاده از  به

  آید:دست می) به67( صورت رابطهحل مقادیر ویژه به

)67(  det  gK K 0  

  ضریب بار بحرانی کمانش ورق است.  که در آن

  بررسی عددي نتایج  -3

 بـر اسـاس  چند مثـال   يعدد لیرو به تحل شیپ قیدر ادامه تحق

 نی. بـد شـود یمـذکور پرداختـه م ـ   يروش ارائه شده و دو تئور

 ـمنظور ابتدا مشخصات مصالح، ضرائب بدون بعد تعر شـده   فی

 يمـرز  طیشـرا  نیو همچن هیو چندلا هیلاکمانش ورق تک يبرا

 ارائــه ییورق مشــخص شــده و در ادامــه جــداول و نمودارهــا

بـا   یسـنج جهت صـحت  جیاز نتا یآنها برخ انیکه در م شودیم

  اند.شده سهیمقا گریمقالات د جینتا

 

  مشخصات مصالح بر بار بحرانی کمانش  -3-1

 يمـرز  طیشـرا  نیمواد و همچن ـ اتیدر ابتدا لازم است خصوص

 اتیخصوص ـ کی ـزوتروپیمـواد ا  يمختلف مشخص شوند. بـرا 

  است: ریمواد به شرح ز

E GPa , /  00 02 3  

صـورت  بدون بعد به تیکمانش ورق به فرم کم بیضر نیبنابرا

  :شودیم فی) تعر68( رابطه

)68(  
 

cr
Eh

k N a D , D  


3
2 2

212 1
 

نیـروي   crNطـول ورق و   aضـخامت ورق،   hدر روابط فـوق  

بحرانــی کمــانش حاصــل از حــل مســئله مقــدار ویــژه هســتند. 

اي براي تمامی هاي ارتوتروپیک لایهخصوصیات ماده براي ورق

  شوند:صورت زیر تعریف میها یکسان بوده و بهلایه

E E , G G / E ,
G / E , /

  
  

1 2 12 13 2

23 2 12

0 0
0 0

4 6
6 25  

 ـ   بیضر  ـارتوتروپ يهـا ورق يرابدون بعـد کمـانش ورق ب  کی

  :شودیم فی) تعر69( صورت رابطهبه

)69(  crN N a E h 2 3
2 

)، مدول الاستیسیته ماده در راستاي محـور محلـی   69( در رابطه

 احد درنظـر گرفتـه شـده اسـت و بقیـه     دو است که مقدار آن و

انـد. در ادامـه لازم اسـت تـا شـرایط      پارامترها قبلاً معرفی شـده 

مرزي ورق مشخص شود، در روش نوار محدود اسـتفاده شـده   

گـاه  مفصلی و دو تکیـه  xگاه موازي محوردر این مقاله دو تکیه

کنند که هر یـک از  شرایط مختلفی را اتخاذ می yموازي محور 
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 مختلف درجات آزادي مقید بر اساس شرایط مرزي -1جدول 

  نوع شرط مرزي براي لبه ابتدایی و انتهایی  قیود درجات آزادي

  )Cross-Plyالیاف متعامد (

  )Angle-Plyالیاف مورب (

y

y

v v w
u u w

    
     

0
0

  )S( مفصلی  

x yu u v v w w x           0  ) گیردارC(  

  )Fآزاد ( باز و غیر صفر بودن تمامی درجات آزادي

  

  محوره براي ورق مربعی ایزوتروپیکبعد کمانش تک ضریب بدون -2جدول 

نسبت عرض 

  به ضخامت

cr(k N a / D) 2  ضریب بدون بعد کمانش 2

 تئوري

 ] 18[ يرد  )مطالعه حاضر( ردي (مطالعه حاضر) زیگزاگ

2  6760/1 6760/1 6760/1 

4 9607/2 9607/2  9607/2 

5 2654/3 2654/3  2653/3 

10 7866/3 7866/3  7866/3 

20 9444/3 9444/3  9444/3 

50 9910/3 9910/3  9910/3 

  

مرتبط با آن شرط  يدرجات آزاد يسازادهیپ و نحوه طیشرا نیا

بـر   يبـردار درجـات آزاد   طی. شـرا شوندیدر ادامه ذکر م يمرز

مختلف به شرح نشان داده شده در جـدول   يمرز طیشرا اساس

 ـنوار و  10 يبرا جیتابه ذکر است که ن لازم) است. 1( مـود   کی

  اند مگر آنکه خلاف آن ذکر شود.ارائه شده

 

  لایهکمانش ورق تک -3-2

گـاهی مفصـلی در هـر    لایه با شرایط تکیـه یک ورق مربعی تک

چهار طرف و با خصوصیات مواد ایزوتروپیک تحت کمانش در 

مختلـف در   بعد بـه ضـخامت   هايبراي نسبت yراستاي محور 

تئوري برشـی مرتبـه سـوم ردي و تئـوري      بر اساس) 2جدول (

منظـور تأییـدي بـر    به ]18[زیگزاگ ارائه شده و نتایج با زنکور 

انـد. نتـایج ارائـه شـده     عملکرد روش ارائه شـده مقایسـه شـده   

انـد کـه   منظور مقایسه با مرجع مذکور براي حالتی بیـان شـده  به

gK سـوم، یعنـی تنهـا اثـر      جمله شامل) تنها 66( در رابطهw 

  است.

) قابـل مشـاهده اسـت،    2گونه که از نتایج جـدول ( همان

نوار دقیقاً مشـابه   10نتایج ارائه شده به روش نوار محدود با 

در نتایج کمانش ورق مـذکور تحـت بـار     ]18[نتایج زنکور 

  است. yدرون صفحه اعمال شده در راستاي محور 

  

] کمانش ورق مربعی با ترکیب لایه - 3- 3 / / / ]0 90 90 0     براي

  نسبت بعد به ضخامت و نسبت مدول الاستیسیته مختلف 

یک ورق چندلایه مربعی چهار طرف مفصل با ترکیـب لایـه بـا    

]گیـري  الیاف با جهت / / / ]0 90 90 0        بـا ضـخامت کـلh 

هـا یکسـان اسـت و    کـه ضـخامت و خصوصـیات لایـه    حالیدر

 خصوصیات ماده از نوع ارتوتروپیـک اسـت تحـت کمـانش در    

 اي بـر قرار گرفته اسـت. نتـایج ایـن ورق لایـه     yراستاي محور

اساس تئوري زیگزاگ و تئوري برشی مرتبه سوم ردي بـراي  

 بعد به ضخامت و نسـبت مـدول الاستیسـیته مختلـف    نسبت 
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] ضریب بدون بعد کمانش ورق مربعی با ترکیب لایه -3جدول  / / / ]0 90 90 0     

 
)crN N a E h 2 3

 ضریب بدون بعد کمانش )2

 نسبت عرض به ضخامت
(a/h) 

5  
 

10 
  

20 
 

50 

  نسبت مدول

 E1(E/2( الاستیسیته

  
  

تئوري
 

 
 

 

 زیگزاگ ردي زیگزاگ ردي زیگزاگ ردي  زیگزاگ  دير

3 3598/4 3596/4 
  

3159/5 3157/5  
  

6366/5 6366/5  
  

7347/5 7347/5  

10  9327/6 9451/6  
  

8125/9 8171/9  
  

0141/11 0154/11  
  

4123/11 4126/11  

20  1949/9 2318/9  
  

1253/15 1423/15  
  

2955/18 3008/18  
  

4696/19 4706/19  

30  6905/10 7549/10  
  

4749/19 5087/19  
  

1271/25 1387/25  
  

4405/27 4426/27  

40  7903/11 8833/11  
  

1246/23 1785/23 
  

5518/31 5716/31  
  

3246/35 3282/35  

  

) ارائه شده اسـت. نتـایج ارائـه شـده بـراي      3مطابق جدول (

 سـه ) شـامل هـر   66( در رابطـه  gKاند کـه  حالتی بیان شده

درنظـر   wو  u ،vشود، یعنی اثر هر سـه مؤلفـه   آن می جمله

  گرفته شده است.

تـوان دریافـت کـه بـا افـزایش      ) می3با توجه به جدول (

Eنسبت مدول الاستیسیته  / E1 ضـریب کمـانش بـا نرخـی      2

aیابد، همچنـین بـا افـزایش نسـبت     کاهشی افزایش می / h 

یابـد. البتـه ایـن افـزایش ضـریب      ضریب کمانش افزایش می

کمانش با افزایش نسبت بعد بـه ضـخامت رونـدي کاهشـی     

دو  بـر اسـاس  دارد، نتایج ارائه شده بـراي ضـریب کمـانش    

تئوري برشی مرتبه سوم ردي و تئوري زیگزاگ نزدیـک بـه   

یکدیگر بوده و با وجود افزایش نسبت مـدول الاستیسـیته و   

ه ضخامت اخـتلاف بـین نتـایج ایـن دو تئـوري      نسبت بعد ب

  یابد.افزایش چندانی نمی

  

)]n کمانش ورق مربعی با ترکیب لایـه  -3-4 / ) / ]0 90 0   

  هاي مختلفبراي تعداد لایه

یـک ورق چندلایـه    ynمحـوره تحـت نیـروي    کمانش تک

ت یکسان مربعی چهار طرف مفصل با ضخامت و خصوصیا

)]nها و با ترکیب لایه با الیـاف  در لایه / ) / ]0 90 0     بـراي

nعبارتی با (سه، پنج و نه لایه به , ,1 2 تئوري  بر اساس) 4

هـاي  برشی مرتبه سوم ردي و تئوري زیگزاگ براي نسـبت 

E مختلف / E1 aو  2 / h 10    ارائه شده و با نتـایج مرجـع

)نتایج ارائه شده بـراي  4مقایسه شده است. در جدول ( ]6[

( w)gK  اند که براي حالتی بیان شدهgK 66( در رابطه (

اسـت و نتـایج    wسـوم، یعنـی تنهـا اثـر      جملـه  تنها شامل

( u, v, w)gK  اند که اي حالتی بیان شدهبرgK  در رابطـه 

شود، یعنی اثر هر سه مؤلفه آن می جمله ) شامل هر سه66(

u ،v  وw   درنظر گرفته شده است. نیاز به توضیح است کـه

، هماننـد حالـت اول یعنـی    ]6[نتایج ارائه شـده در مرجـع   

باشـد،   wسـوم، یعنـی اثـر     جمله تنها شامل gKحالتی که 

  است.

)) نتایج ارائه شده در 4در جدول ( w)gK    در مقایسه بـا

نتایج مرجع مذکور براي مقدار ضریب بدون بعد کمانش مشـابه  

)ه نتـایج  ک هم است، در حالی u, v, w)gK   دلیـل درنظـر   بـه

مقـدار   gKدر ماتریس هندسـی   wو  u ،vگرفتن هر سه مؤلفه 

تر محاسبه کرده و مقدار کمتري براي آن ضریب کمانش را دقیق

  دهد.ارائه می

  

]n کمانش ورق مربعی با ترکیب لایـه  -3-5 / ]0 90    بـراي

  شرایط مرزي مختلف

 یک ورق چندلایـه مربعـی   ynمحوره تحت نیروي کمانش تک

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
jc

m
e.

37
.1

.8
3 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
22

87
69

8.
13

97
.3

7.
1.

4.
8 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 iu
tjo

ur
na

ls
.iu

t.a
c.

ir
 o

n 
20

24
-0

5-
07

 ]
 

                            13 / 23

http://dx.doi.org/10.29252/jcme.37.1.83
https://dorl.net/dor/20.1001.1.22287698.1397.37.1.4.8
http://iutjournals.iut.ac.ir/jcme/article-1-636-fa.html


  1397ستان تاب، 1، شمارة 37هاي عددي در مهندسی، سال روش  96

)]n ضریب بدون بعد کمانش ورق مربعی با ترکیب لایه -4جدول  / ) / ]  0 90 0   

  هاتعداد لایه

جملات استفاده شده براي 

 محاسبه ماتریس سختی هندسی

(Kg) 

 
)crN N a E h 2 3

 ضریب بدون بعد کمانش )2

 
) 2/E1(E نسبت مدول الاستیسیته 

  40  30  20  10  3 تئوري

3  

w  

  1209/22  8777/18  8897/14  8326/9  3899/5 ردي

  1343/22  8826/18  8895/14  8307/9  3883/5  زیگزاگ

[6]   1207/22  8776/18  8896/14  8325/9  3899/5  مرجع

u, v, w 
  9019/21  6772/18  7169/14  7047/9 3124/5 ردي

  9148/21  6819/18  7167/14  7029/9 3109/5 زیگزاگ

5  

w 

  6757/24  5782/20  7880/15  0897/10 4067/5 ردي

  5476/24  4911/20  7389/15  0719/10 4030/5 زیگزاگ

[6]   6755/24  5781/20  7889/15  0897/10 4066/5  مرجع

u, v, w  
  4563/24  3739/20  6107/15  9596/9 3290/5 ردي

  3306/24  2886/20  5628/15  9423/9 3255/5 زیگزاگ

9 

w 

  5846/25  1784/21  1009/16  1773/10 4120/5 ردي

  4878/25  1130/21  0643/16  1637/10 4089/5  زیگزاگ

[6]   5845/25  1783/21  1009/16  1772/10 4120/5  مرجع

u, v, w 
  3652/25  9727/21  9221/16  0464/10 3343/5 ردي

  2703/25  9089/21  8864/16  0332/10 3313/5 زیگزاگ

  

چهار طرف مفصل بـا ضـخامت و خصوصـیات یکسـان در     

]nها و با ترکیب لایه با الیاف لایه / ]0 90    10بـراي دو و 

تئوري برشی مرتبه سـوم ردي   بر اساس) 5لایه در جدول (

aراي و تئوري زیگزاگ ب / h , 5 Eو نسبت  10 E 1 2 40 

تنهـا   gKبراي شرایط مرزي مختلف بـراي دو حـالتی کـه    

)باشد  wشامل  w)gK     و حالتی دیگر که شامل هـر سـه

)یعنی حالـت   wو  u ،vمؤلفه  u, v, w)gK  ت، ارائـه  اس ـ

انـد. قابـل ذکـر    شده و با نتایج مراجع دیگـر مقایسـه شـده   

 - است که نتـایج ارائـه شـده بـراي شـرایط مـرزي گیـردار       

گیردار براي مـود دوم در جـدول آورده    - مفصلی و گیردار

  اند.  شده

مرزهـاي ورق بیشـتر شـود ضـریب کمـانش       هر چه قید

) مشاهده 5توان مطابق جدول (یابد این امر را میافزایش می

آزاد کمتـرین   - کرد که نتـایج در حالـت شـرایط مـرزي آزاد    

مقدار ضریب کمانش را داراسـت و ایـن رونـد افزایشـی در     

یابد گاهی ادامه میضریب کمانش با بیشتر شدن قیدهاي تکیه

 - رداری ـگ يمـرز  طیمقدار خـود در شـرا   تا اینکه به بیشترین

  .رسدیم رداریگ

  

]n ترکیب لایهکمانش ورق مربعی با  -3-6 / ]     بـراي

  زوایاي مختلف

گـاهی چهـار طـرف    یک ورق چندلایه مربعی بـا شـرایط تکیـه   

]nگیـري  مفصل با ترکیب لایه با الیاف با جهت / ]    بـراي 

که ضـخامت و خصوصـیات    hو شش لایه با ضخامت کل  دو

 رقـرا  yیکسان است تحت کمـانش در راسـتاي محـور     هالایه

 اي بر اساس تئوري برشی مرتبهگرفته است. نتایج این ورق لایه
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]n ضریب بدون بعد کمانش ورق مربعی با ترکیب لایه -5جدول  / ]0 90   

تعداد 

 هالایه

نسبت عرض 

 به ضخامت

(a/h) 

ه شده براي جملات استفاد

 محاسبه ماتریس سختی هندسی

(Kg) 

 
)crN N a E h 2 3

 ضریب بدون بعد کمانش )2

 شرایط مرزي تئوري

 
FF FS FC SS SC CC 

2 

5 

w  

  499/11 755/10 770/8 913/4 286/4 906/3 ردي

 096/12 284/11 968/8 022/5 381/4 999/3 زیگزاگ

 490/11 754/10 769/8 908/4 283/4 905/3 حل دقیق –] 19[ مرجع

 318/12 241/11 985/8 022/5 375/4 979/3 اجزاء محدود –] 19[ مرجع

u, v, w 
 154/11 356/10 367/8 728/4 130/4 804/3 ردي

 747/11 873/10 551/8 830/4 220/4 894/3  زیگزاگ

10  

w 

 490/21 153/17 563/11 281/6 445/5 940/4 ردي

 012/22 392/17 648/11 326/6 484/5 977/4  زیگزاگ

 464/21 133/17 562/11  274/6 442/5 940/4 حل دقیق –] 19[ مرجع

  262/24 257/18 011/12 487/6 621/5 090/5 اجزاء محدود –] 19[ مرجع

u, v, w 
 816/20 801/16 316/11 183/6 367/5 885/4 ردي

 311/21 033/17 397/11 226/6 404/5 879/4  زیگزاگ

10  

5 

w 

 263/13 611/12 963/13 225/8 053/7 780/6 ردي

 070/13 434/12 836/13  153/8 990/6 718/6  زیگزاگ

 254/13 607/12 109/12 221/8 050/7 780/6 حل دقیق –] 19[ مرجع

 659/13 800/12 224/12 278/8 089/7 802/6 اجزاء محدود –] 19[ مرجع

u, v, w 
 186/13 501/12 806/13  135/8 950/6 739/6 ردي

  992/12 326/12 681/13 065/8 889/6 678/6 زیگزاگ

10 

w 

  429/35 903/32 423/25 359/14 510/12 077/12 ردي

  095/35 609/32 318/25 303/14 460/12 029/12 زیگزاگ

 376/35 885/32 423/25 351/14 506/12 077/12 حل دقیق –] 19[ مرجع

 657/36 662/33 828/25 568/14 699/12 248/12 اجزاء محدود –] 19[ مرجع

u, v, w 
 168/35 609/32 198/25 256/14 423/12 022/12 ردي

 839/34 320/32 096/25 201/14 374/12 975/11  زیگزاگ

  

ــراي  aســوم ردي و تئــوري زیگــزاگ ب h مختلــف و نســبت 

E E 1 2 ) ارائـه شـده و بـا نتـایج مرجـع      6مطابق جدول ( 40

منظـور مقایسـه بـا    مقایسه شده است. نتایج ارائه شـده بـه   ]19[

) 66( در رابطـه  gKاند کـه  مرجع مذکور براي حالتی بیان شده

  است. wر سوم، یعنی تنها اث جمله تنها شامل

توان دریافت که با افزایش نسبت بعـد بـه   ) می6در جدول (

الیاف، ضریب کمـانش افـزایش    ضخامت و همچنین تغییر زاویه

توان مشاهده کرد که افزایش یابد. با توجه به نتایج جدول میمی

تواند تـأثیر متفـاوتی بـر    الیاف می ها با توجه به زاویهتعداد لایه

ها براي اي که تأثیر تعداد لایهگونهاشد، بهضریب کمانش داشته ب

الیاف با   5      در مقایسه با حالتی کـه زاویـه الیـاف افـزایش

یابند و به می  45 رسند، قابل توجه است. البتـه بایسـتی   می

aدقت کرد که در نسبت  / h   زوایـاي مختلـف  نتایج بـراي   5

 ) نتـایج ارائـه  6رود نیسـت. در جـدول (  اي که انتظار میگونهبه
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]n ضریب بدون بعد کمانش ورق مربعی با ترکیب لایه -6جدول  / ]    

 نسبت عرض به ضخامت

(a/h) 
 تئوري

)crN N a E h 2 3
 ضریب بدون بعد کمانش )2

θ=5 
 

θ=30 
 

θ=45 

n=1 n=3 
 

n=1 n=3 
 

n=1 n=3 

5 

  077/11  684/10  زیگزاگ
 

886/11 480/9 
 

399/11 899/11  

 082/11 674/10 ردي
 

547/11 621/9 
 

877/10 169/12 

[19]  082/11 674/10  مرجع 
 

547/11 546/13 1 
  

8812/10 1693/12 

10  

 587/22 907/20 زیگزاگ
 

305/17 466/33 
 

400/18 949/31 

 592/22 898/20 ردي
 

127/17 701/33 
 

155/18 405/32 

[19]  592/22 898/20  مرجع 
 

127/17 701/33 
 

154/18 4054/32 

20 

 575/31 312/28 زیگزاگ
 

619/19 525/47 
 

770/20 015/53 

 577/31 308/28 ردي
 

562/19 643/47 
 

692/20 198/53 

[19]  577/31 308/28  مرجع 
 

561/19 643/47 
 

691/20 198/53 

50 

 657/35 520/31 زیگزاگ
 

389/20 927/53 
 

553/21 722/60 

 657/35 520/31 ردي
 

379/20 951/53 
 

539/21 760/60 

[19]  657/35 519/31  مرجع 
 

379/20 951/53 
  

539/21 760/60 

100 

 333/36 043/32 زیگزاگ
 

504/20 987/54 
 

670/21 0122/62 

 333/36 042/32 ردي
 

502/20 994/54 
 

666/21 022/62 

[19]  332/36  042/32  مرجع 
 

502/20 993/54  
 

666/21 022/62 

 )=2rمقدار ضریب بدون بعد کمانش در مود دوم (  1،2،4

  )=3rمقدار ضریب بدون بعد کمانش در مود سوم (  3

  

شده مربوط به مـوارد توضـیحی کـه در زیـر جـدول مشـخص       

تـا جـواب بحرانـی در     انداند براي مودهاي بالاتر ارائه شدهشده

که بـا اسـتفاده از روش نـاویر حـل      ]19[مقایسه با نتایج مرجع 

  دست آید.شده است، به

  

لایـه بـراي شـرایط مـرزي     تـک  مربعـی کمانش ورق  -3-7

  مختلف

بـا   یمربع ـ کی ـزوتروپیا هیلابدون بعد کمانش ورق تک بیضر

 چهـار طـرف مفصـل برحسـب نسـبت بعـد بـه        يمـرز  طیشرا

aضخامت h       براي شرایط مـرزي مختلـف بـر اسـاس تئـوري

در  yبرشی مرتبه سوم ردي تحت کمـانش در راسـتاي محـور    

) ارائه شده است. نتـایج کمـانش بـراي ایـن مسـئله و      2شکل (

در  gKانـد کـه   مسائل بعدي ارائه شده براي حالتی بیـان شـده  

شـود، یعنـی اثـر هـر سـه      آن می جمله ) شامل هر سه66( رابطه

  درنظر گرفته شده است. wو  u ،vمؤلفه 

هایی که شود براي ورق) مشاهده می2طور که از شکل (همان

 گاهی آن شرایط مرزي آزاد دارد اثـر حداقل یکی از مرزهاي تکیه

aافزایش بعد به ضخامت  h أثیر نـاچیزي بـر ضـریب کمـانش    ت 
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ضریب بدون بعد کمانش ورق مربعی ایزوتروپیک براي  -2شکل 

  شرایط مرزي مختلف

مدول الاستیسیته  ضریب بدون بعد کمانش در مقابل نسبت - 3شکل 

E / E1 یک ورق چندلایه مربعی با شرایط مرزي چهار طرف مفصل با  2

]ترکیب لایه / / / ]   0 90 90 aهاي مختلفبراي نسبت 0 h  

  

دارد اما در مقایسـه بـا شـرایط مـرزي مفصـلی و گیـردار مقـادیر        

aضریب کمانش تا نسـبت بعـد بـه ضـخامت      h  افـزایش   20

. مانند و تأثیر بسیار ناچیزي دارندیافته و پس از آن تقریباً ثابت می

یابنـد کـه   گـاهی ایـن ضـرائب افـزایش مـی     با بالا رفتن قیود تکیه

گیـردار و کمتـرین    - بیشترین مقدار را در شـرایط مـرزي گیـردار   

  توان مشاهده کرد.آزاد می - مقدار را در شرایط مرزي آزاد

  

]کمانش ورق مربعی با ترکیب لایه  -3-8 / / / ]0 90 90 0    

نسبت مدول الاستیسیته  براي نسبت بعد به ضخامت و

  مختلف

ضریب بدون بعد کمانش ورق چندلایه ارتوتروپیک مربعی با ترکیـب  

]لایه  / / / ]0 90 90 0         با شرایط مـرزي چهـار طـرف مفصـل در

Eمقابل نسبت مدول الاستیسیته  / E1 هاي مختلف بعـد  براي نسبت 2

aبه ضخامت  h   تحت کمانش در راستاي محـورy  ) 3در شـکل (

  تئوري برشی مرتبه سوم ردي ارائه شده است.   بر اساس

تئـوري برشـی مرتبـه     بر اسـاس ) که 3با توجه به شکل (

سوم ردي است، ضریب بدون بعد کمانش با افزایش نسـبت  

Eمدول الاستیسیته  / E1 و همچنین نسبت بعد به ضـخامت   2

a h یابد اما اثر افزایش مدول الاستیسیته با پایین افزایش می

عبارتی افزایش یابد بهآمدن نسبت بعد به ضخامت کاهش می

میزان ناهمسانگردي ماده تأثیر بیشـتري بـر ضـریب کمـانش     

اً ضـخیم  هـاي نسـبت  هاي نازك در مقایسه بـا ورق براي ورق

  دارد.

  

]nکمانش ورق مربعی با ترکیب لایـه   -3-9 / ]0 90    بـراي

  هاي مختلفتعداد لایه

ضریب بدون بعد کمانش ورق چندلایه ارتوتروپیـک مربعـی بـا    

]nترکیب لایه  / ]0 90   هـا بـا دو، چهـار،    در مقابل تعداد لایـه

aت لایـــه بـــراي نســـب دهشـــش، هشـــت و  h  مختلـــف و

E E 1 2  بـر اسـاس   yتحت کمـانش در راسـتاي محـور     40

  ) ارائه شده است.4تئوري زیگزاگ در شکل (

  

هـا،  ) بـدون درنظـر گـرفتن تعـداد لایـه     4با توجه به شکل (

aافزایش نسبت بعد بـه ضـخامت تـا نسـبت      h  موجـب   20

شـود، امـا پـس از آن    افزایش قابل توجـه ضـریب کمـانش مـی    

aرغم افزایش نسـبت  علی h      ضـریب کمـانش تغییـر چنـدانی

طور قابل ها از دو لایه به چهارلایه بهکند. افزایش تعداد لایهنمی

یر شـود امـا تـأث   اي موجب افزایش ضریب کمـانش مـی  ملاحظه

ها از چهار لایه به بعد با یـک نـرخ افزایشـی    افزایش تعداد لایه

  یابد.کاهش می
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بعد به  ضریب بدون بعد کمانش در مقابل نسبت -4شکل 

aضخامت  h  یک ورق چندلایه ارتوترپیک مربعی با شرایط

]nمرزي چهار طرف مفصل با ترکیب لایه  / ] 0 براي  90

n , , , ,1 2 3 4 Eها با برحسب تعداد لایه 5 / E 1 2 04  

ضریب بدون بعد کمانش در مقابل زوایاي مختلف الیاف  -5شکل 

یک ورق چندلایه ارتوترپیک مربعی با شرایط مرزي چهار طرف 

]nمفصل با ترکیب لایه  / ]    برايn , ,1 2 با نسبت  3

E / E1 aمختلف و  2 h  01  

  

]nکمانش ورق مربعی با ترکیب لایه  -3-10 / ]    براي

  زوایاي مختلف

ضریب بدون بعد کمانش ورق چندلایه ارتوتروپیـک مربعـی بـا    

]nترکیب لایه  / ]   ها بـا دو، چهـار و   در مقابل تعداد لایه

Eتئـوري زیگـزاگ بـراي نسـبت      بـر اسـاس  شش لایـه   / E1 2 

aمختلف و  h 10      تحـت کمـانش در راسـتاي محـورy  در

  درجه ارائه شده است. 90) براي زوایاي صفر تا 5شکل (

) بـا افـزایش نسـبت مـدول الاستیسـیته      5ا توجه به شکل (ب

هـا ضـریب کمـانش افـزایش     بدون توجه به افزایش تعداد لایـه 

یابد البته بایستی دقت کرد کـه در نسـبت مـدول الاستیسـیته     می

Eپایین  / E 1 2 ها تأثیر ناچیزي بر ضریب افزایش تعداد لایه 3

با افزایش نسـبت مـدول الاستیسـیته    رغم آنکه کمانش دارد علی

ها مشهود است. در ورق با ترکیـب لایـه   تأثیر افزایش تعداد لایه

[ / ]     30الیـاف از صـفر تـا     با دو لایه با افـزایش زاویـه 

افــزایش  45تــا  30درجــه ضــریب کمــانش کــاهش یافتــه و از 

]یابـد امـا بـراي ترکیـب لایـه      می / ]  2
      بـا چهـار لایـه و

[ / ]  3
   درجه ضـریب کمـانش    45با شش لایه از صفر تا

درجـه   90تا  45ها از یابد. روند ذکر شده براي ورقافزایش می

  عبارتی تقارن دارند.درجه است که به 45همانند صفر تا 

  

]کمانش ورق مربعی با ترکیب لایه  -3-11 / ]     بـراي

  زوایاي مختلف

ضریب بدون بعد کمانش ورق چندلایه ارتوتروپیـک مربعـی بـا    

]ترکیب لایه  / ]        با شرایط مـرزي چهـار طـرف مفصـلی

درجه بـراي نسـبت بعـد بـه ضـخامت       90براي زوایاي صفر تا 

a h   ــدول الاستیســیته ــف و م Eمختل / E 1 2 ــر اســاس 40  ب

تئوري برشی مرتبه سوم ردي و تحت کمانش در راستاي محور 

y ) ارائه شده است.6در شکل (  

a) ضریب کمانش در نسبت 6با توجه به شکل ( h  بـا   5

پـس از  یابـد و  درجه کاهش می 15الیاف از صفر تا  تغییر زاویه

درجــه ضــریب کمــانش افــزایش  45تــا  15 آن یعنــی از زاویــه

درجـه اول   45متقـارن نسـبت بـه     90تـا   45 یابد و از زاویهمی

aموارد ذکر شده در نسبت  .است h 10 کند، اما نیز صدق می

aدر نسبت بعد بـه ضـخامت    h  رونـد تغییـرات ضـریب     20

درجه مقـدار   30صفر تا  ش بدین صورت است که از زاویهکمان

یابد و از درجه افزایش می 45تا  30ضریب کمانش کاهش و از 
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ضریب بدون بعد کمانش در مقابل زوایاي مختلف الیاف  -6شکل 

یک ورق چندلایه ارتوترپیک مربعی با شرایط مرزي چهار طرف 

]مفصل با ترکیب لایه  / ]    براي نسبت بعد به ضخامتa h 

Eمختلف و مدول الاستیسیته  E/ 1 2 04   

نمودار اندرکنش کمانش ورق چندلایه مربعی ارتوتروپیک  -7شکل 

]با ترکیب لایه  / / ]  0 0 براي نسبت مدول الاستیسته  09

E E 1 2 aو 04 h    تحت شرایط مرزي مختلف 01

  

 

]نمودار اندرکنش کمانش ورق چندلایه مربعی ارتوتروپیک با ترکیب لایه  - 8شکل  / ]45 45  ا بa h 10 براي نسبت مدول الاستیسیته مختلف  

  

  رجه اول تقارن دارد.د 45درجه نسبت به  90تا  45 زاویه

  

  ايهاي لایهبررسی اثر اندرکنش کمانش دو جهته ورق - 12- 3

زمان نیروهاي درون صـفحه اعمـالی در دو   در این بخش اثر هم

) نمودار انـدرکنش  7گیرد. در شکل (راستا مورد بررسی قرار می

ــه   ــا ترکیــب لای ــک ب ــه مربعــی ارتوتروپی کمــانش ورق چندلای

[ / / ]0 90 0    براي نسبت بعد به ضخامتa h 10   و مـدول

Eالاستیســته  E 1 2 تحــت نیروهــاي درون صــفحه بــراي  40

ــف و  ــرزي مختل ــر اســاسشــرایط م ــوري زیگــزاگ و در ب   تئ

) نمودار اندرکنش کمانش ورق چندلایه مربعـی چهـار   8شکل (

]ه طرف مفصل ارتوتروپیک با ترکیب لای / ]45 45   با نسبت

aبعــد بــه ضــخامت  h 10  ــراي نســبت مــدول الاستیســته ب

E E1  بـر اسـاس  مختلف و تحت نیروهـاي درون صـفحه و    2

  تئوري برشی ردي ارائه شده است.

که از شـرایط مـرزي    دهد که در صورتی) نشان می7شکل (

عبـارتی  مفصلی برخی از درجات آزادي مقید شوند به -مفصلی
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گاهی افزایش یابد موجب افزایش ضریب کمـانش در  قیود تکیه

شود اما اگـر برخـی از درجـات    هر دو راستا و به یک میزان می

آزادي از مقید بودن بیرون آیند موجب کاهش ضـریب کمـانش   

 شود ولی برخلاف حالت قبل تغییرات ضریب کمانش در دومی

صـورت غیرخطـی در   راستا به یک اندازه نیست و نمودار آن به

  آید.می

)، با افـزایش نسـبت مـدول الاستیسـیته     8با توجه به شکل (

E E1 یابد و حاصـل  ، ضریب کمانش در دو راستا افزایش می2

مجموع بارهاي درون صفحه راستاهاي طولی و عرضـی کـه بـه    

لحظه کمانش مقدار ثـابتی دارد کـه ایـن     شود درورق اعمال می

  توان با توجه به خطی بودن نمودار دریافت.امر را می

  

  گیريبندي و نتیجهجمع -4

اي ضـخیم  هـاي لایـه  در تحقیق حاضـر بـه بررسـی کمـانش ورق    

عنـوان روش تحقیـق   پرداخته شده و همچنین روش نوار محدود به

رکیبات سـینوس  ي تانتخاب شده است که در جهت طولی نوار دارا

هـاي عرضـی ورق و در   شرایط مـرزي لبـه   ءو کسینوس براي ارضا

هاي بـرون  ییجاجابهجهت عرضی داراي توابع شکل هرمیتی براي 

هـاي درون صـفحه اسـت.    ییجاجابهصفحه و توابع لاگرانژي براي 

هـاي هندسـی از   هـاي سـختی و مـاتریس   جهت استخراج ماتریس

ده اسـت. بـه ایـن ترتیـب پـس از      رابطه کـار مجـازي اسـتفاده ش ـ   

ها، رابطه کار مجازي بـراي هـر المـان نوشـته     یابی تغییر شکلدرون

آن  بر اساسهاي سختی استاندارد و سختی هندسی شده و ماتریس

به کمک حـل یـک   کمانش مدنظر مسئله استخراج شده و درنهایت 

. از نتـایج حاصـل از تحقیـق حاضـر     بررسی شدویژه مسئله مقادیر 

هـا موجـب افـزایش ضـریب     وان دریافت که افزایش تعداد لایهتمی

هـا نرخـی کاهشـی پیـدا     شود اما تأثیر افزایش تعداد لایهکمانش می

) شامل هـر  66( در رابطه gKکند. نتایج ارائه شده براي حالتی که می

درنظـر   wو  u ،vشود، یعنـی اثـر هـر سـه مؤلفـه      آن می جمله سه

ري براي ضریب کمانش در مقایسـه بـا   گرفته شده است، مقدار کمت

شـود،  سـوم آن مـی   ) تنها شـامل جملـه  66( در رابطه gKحالتی که 

کنـد کـه تـأثیر ایـن موضـوع در      ارائـه مـی   wیعنی تنها اثـر مؤلفـه   

هـا نـازك مشـهودتر    هاي ضخیم و نسبتاً ضخیم نسبت به ورقورق

 کـه از شـرایط   است. نمودارهاي اندرکنش ارائـه شـده در صـورتی   

مفصــلی برخــی از درجــات آزادي مقیــد شــوند  - مــرزي مفصــلی

گـاهی افـزایش یابـد موجـب افـزایش ضـریب       عبارتی قیود تکیهبه

شـود امـا اگـر برخـی از     کمانش در هر دو راستا و به یک میزان می

درجات آزادي از مقید بودن بیـرون آینـد موجـب کـاهش ضـریب      

یب کمـانش  شود ولی بر خلاف حالت قبل تغییرات ضرکمانش می

صـورت غیرخطـی   در دو راستا به یک اندازه نیست و نمودار آن بـه 

  آید.در می

  

  هاپیوست

هـاي مـرتبط بـا    ) هر یک از مـاتریس 23در رابطه ( -1پیوست 

و  yکرنش خمشی برحسب توابع مثلثـاتی در راسـتاي محـور    

به کمک روش نوار  xتوابع لاگرانژ و هرمیتی در راستاي محور 

i محدود و براي ,1   اند:صورت زیر بیان شدهبه 3
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هـایی کـه در ادامـه ذکـر     ) و ماتریس1 - هاي (پدر ماتریس

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
jc

m
e.

37
.1

.8
3 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
22

87
69

8.
13

97
.3

7.
1.

4.
8 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 iu
tjo

ur
na

ls
.iu

t.a
c.

ir
 o

n 
20

24
-0

5-
07

 ]
 

                            20 / 23

http://dx.doi.org/10.29252/jcme.37.1.83
https://dorl.net/dor/20.1001.1.22287698.1397.37.1.4.8
http://iutjournals.iut.ac.ir/jcme/article-1-636-fa.html


  103  1397ستان تاب ،1، شمارة 37هاي عددي در مهندسی، سال روش

iها براي یسخواهد شد، ماتر  بـا حـذف سـتون پـنج و      2

آیند. همانند روند ذکر شـده در محاسـبات   دست میششم به

هاي مرتبط بـا  هاي کرنش خمشی، ماتریسمربوط به ماتریس

صـورت زیـر نمـایش داده    ) بـه 24کرنش برشـی در رابطـه (  

  اند:شده
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  )2 -(پ

کـار مجـازي داخلـی    ) که مربوط بـه  37در رابطه ( -2پیوست 

 و ... ماتریس ضرایب سـختی  bA، bBمرتبط به خمش است، 

3 هـا هسـتند و بـه    مربوط به خمش و برحسب سختی لایه 3

  اند:ان شدهفرم روابط زیر بی
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  )3 -(پ

,i)،3 -در روابط (پ j , ,1 2 ) 39هستند. همچنین در رابطه ( 6

 sA، sBکار مجازي داخلی مرتبط به برش است، که مربوط به 

2و ... ماتریس ضرایب سختی  هسـتند و   مربـوط بـه بـرش    2

  اند:ها به فرم روابط زیر بیان شدهبرحسب سختی لایه
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  )4 - (پ

Fعنوان نمونه در به ()لانویسبا (z)  مشتق نسبت به مختصـه  11

z بوده و i, j , 4  هستند.   5

 

) که مرتبط بـا کـار مجـازي خـارجی     50در رابطه ( -3پیوست 
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2ماتریس ضرایب نیرویی به ابعاد  هستند و بـه فـرم روابـط     2
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ــه ــط (  ب ــب در رواب ــین ترتی و ...  gvA ،gvB)، 52) و (51هم

2ماتریس ضرایب نیرویی به ابعاد  gwAهمچنین  هستند و  2

  اند:به فرم زیر بیان شده
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ــط (پ ,i)، 6 -) و (پ5 -در رواب j ,1 ــین   2 ــتند. همچن هس

u-εهاي ماتریس
mB v-εو...،  1

mB w-εو و...  2
mB ) 53در روابـط (  3
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اي با توجه به روش نوار محدود اتی و چندجملهتوابع شکل مثلث
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