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براي تعیـین خطـاي گرهـی مـورد      2Lمحدود استاندارد ارائه شده است. روش نرم خطاي  يهاي اجزاروشی براي بهبود جواب مقالهدر این  -چکیده

طور خودکـار انتخـاب شـده و در فراینـد حـل      ساز پوششی بهیاب غنیهی، مرتبه مناسبی از توابع درونگیرد. سپس متناسب با خطاي گراستفاده قرار می

سازي پوششی تا رسیدن خطاي حوزه به مقدار مجاز از پیش تعیین شـده  شوند. چرخه تعیین خطا و استفاده از توابع غنیهاي اولیه، اصلاح میمجدد پاسخ

یابی استاندارد براي هـر المـان، تـأثیر نتـایج     دست آمده از درونبر مقادیر بهعلاوه ،سازي پوششی آنکهیاب غنیع درونادامه خواهد یافت. از مزایاي تواب

نویسـی  کارگیري نرم خطاي معرفی شده در محیط متلب برنامـه هاي مجاور هر گره را نیز درنظر خواهند گرفت. روال محاسباتی روش پیشنهادي با بهالمان

هاي دیگـر محققـان در   هاي حاصل از روش پیشنهادي با جواب دقیق و روشهاي متنوعی مورد بررسی قرار گرفته است. مقایسه جوابمثالشده و براي 

 .حوزه مسائل الاستیسیته خطی، حکایت از کارایی و دقت قابل قبول روش پیشنهادي دارد

  

  

  .یاب پوشش، تحلیل تطبیقیمحدود غنی شده، تولید مش، توابع درون ياجزا :يدیکل يهاواژه

  

  

Automatic Adaptive Finite Element Enrichement using Interpolation 
Cover Functions 
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Abstract: In this paper, a method is proposed to improve the results of the standard finite element method. L2 norm is used to 
determine the  nodal error. In the next step, the appropriate order of the interpolation cover is seclected to be proportional to the 
nodal error and the results are corrected. The error computation procedure and the use of covering enrichment functions will 
continue until the error reaches the specified value. Cover enrichment interpolation functions will consider the effects of the 
adjacent elements of each node, in addition to the values obtained from the standard interpolation for each element. Computation 
rules are programmed in the matlab program and considered for  the same examples. Comparison of the results of the proposed 
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method with the exact solutions and the results of the methods proposed by the other researchers in the field of linear elasticity 
indicates the efficiency and accuracy of the proposed method. 
 
Keywords: Mesh refinement, Enriched finite element, Mesh generation, Interpolation cover functions, Adaptive analysis. 

  

 

  رست علائمفه

ia   درجات آزادي اضافی مرتبط با گرهi p
ip متغیر میدانی به اضافه درجات آزادي مربوط به توابع پوشش 

iC  ناحیه پوشش گرهi ) 2امm( R  صفحه دوبعديm)( 

hD نرخ تغییرات u هاي مسئلهجواب 

E مدول یانگ u متغیر میدانی 

E(K) 0 خطاي عدديu رایط مرزي مسئلهش 

e خطا hu هاي اصلاح شدهجواب 

ue خطا x ) متغیرm( 

f تابع 
i i(x , y  )i )mفاصله از گره   (

Hi سازیاب غنیدورن α شرایط هندسی مسئله 

h شرایط هندسی مسئله β شرایط هندسی مسئله 

ih یاب خطیدرون γ 50 ترین خطاي گرهی موجوددرصد بزرگ 

τh طول یال )m(   ضریب پواسون 

I  4( اینرسی مانمm( x  تنش در راستايx )2N/m( 

L  طول )m( y   تنش در راستايy )2N/m( 

n هاتعداد گره xy  2( تنش برشیN/m( 

in گره  خطايi ام Ω ) 2حوزه مسئلهm ( 

τn بردار یکه نرمال بر یال  مرز حوزه )m( 

P نیرو )N(  گرادیان 

p سازي پوششغنی مرتبه تابع    

 
 

  مقدمه -1

امروزه نیاز روزافـزون فنـاوري، بـه حـل سـریع و دقیـق       

تـرین  عـددي را بـه یکـی از مهـم     هـاي مسائل پیچیـده، روش 

مباحث در حـوزه علـوم مهندسـی تبـدیل کـرده اسـت. روش       

ها، جایگاه ترین این روشعنوان یکی از قويبه اجزاي محدود

خصوص مسائل مکانیـک  اي در حل مسائل مهندسی و بهویژه

تـر  تدریج با نیـاز بـه حـل مسـائل پیچیـده     . بهداردجامدات را 

تـر، آنـالیز   تر و اقتصـادي حل سریع کمک این روش و لزومبه

اي یافتـه اسـت. در روش آنـالیز تطبیقـی،     تطبیقی اهمیت ویژه

عنـوان  بـه نخستین گام تعیین خطاي حوزه مورد بررسی است. 

در این زمینه، رویکرد بـراورد خطـا   هاي توانمند یکی از روش

در  اریکسـون توان نام برد. جانسـون و  را می 2Lبر اساس نرم 

براي معـادلات   2Lبراورد کننده خطا بر اساس نرم  7198سال 

این روش را  1991دیفرانسیل جزئی را معرفی کرده و در سال 

اي از معـادلات  بیضوي که زیر شاخه - براي معادلات سهموي

دلیل استفاده از  ].2و  1[دیفرانسیل جزئی هستند، تعمیم دادند 

طاي بالاتر از هاي داراي خبراورد کننده خطا، تعیین زیر حوزه

تـوان بـا اصـلاح    وسـیله آن مـی  تعیین شده است کـه بـه   معیار
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موضعی حـوزه مـورد بررسـی، از افـزایش حجـم محاسـباتی       

ر دسـت یافـت. بعـد از    جلوگیري کرده و به دقـت مـورد نظ ـ  

هاي داراي خطاي بالاتر از معیار تعیین حوزهمشخص شدن زیر

ــراي اعمــال اصــلاحات   ــاگونی ب ــاي گون ــر  شــده، راهکاره ب

هـا  ایـن روش  تـرین مهمد که شبندي مورد بررسی ارائه شبکه

روش افــزایش تعــداد المــان، افــزایش مرتبــه المــان و  شــامل

هـاي موجـود ارائـه    ها هستند. از آخرین نسـخه جایی گرهجابه

 ]3- 5[تـوان بـه مراجـع    ها، مـی شده براي برخی از این روش

ان بـه بسـیار   تـو هـا، مـی  نـه روش گواز معایب این اشاره کرد.

بندي در نقاط داراي گرادیان بالاي تنش اشـاره  شدن شبکهریز

اینکه تمام حوزه مورد تظریـف   با وجودها، کرد. در این روش

هایی که مورد تظریف قرار خواهند گیرد، همان بخشقرار نمی

گرفت نیز به تعداد زیادي المان جهت رسیدن به خطاي مجـاز  

هـاي  منیفلد از دیگر راهکـار  روش عددي نیاز خواهند داشت.

مؤثر در راستاي افزایش دقت نتایج روش المان محدود اسـت.  

در راستاي توسعه روش اجزاي  1985شی و همکاران در سال 

محدود، روش عددي منیفلـد را کـه ترکیبـی از مزایـاي روش     

(تحلیـل تغییـر    DDAاستاندارد و روش عددي  اجزاي محدود

روش عـددي  . ]6[ارائـه کردنـد    هاي ناپیوسته) است، راشکل

منیفلد یک تکنیک مؤثر عددي، بـراي حـل مسـائل در حـوزه     

هـاي اخیـر مـورد توجـه     مکانیک جامدات است کـه در سـال  

بتـه روش  کیم و  2013در سال . ]7[محققین قرار گرفته است 

یاب پوشش که از روش منیفلد وسیله توابع درونسازي بهغنی

 ـ منظـور بـالا بـردن نـرخ     د. آنهـا بـه  الهام گرفته را معرفی کردن

بندي حوزه مسـئله  همگرایی در روش پیشنهادي خود از شبکه

هاي اجزاي محدود مرتبه پایین، بهره بردند. با استفاده از المان

وسـیله  مبناي این روش استفاده از اجزاي محدود غنی شده بـه 

یاب پوشش بر روي هر المان است. در این روش، توابع درون

هاي مجـاور هـر گـره، در نتـایج گـره مـورد       پاسخ المان تأثیر

ي شود. این روش قابلیت اسـتفاده بـرا  بررسی درنظر گرفته می

در اولـین مرحلـه    .]9و  8[ داردهـاي اعوجـاجی را نیـز    المان

یـابی  تدس ـ با وجودبته، کیم و معرفی روش ارائه شده توسط 

بـا معـایبی    یـاب به نتایج با دقت کافی، استفاده از توابـع درون 

تـوان بـه اعمـال مرتبـه توابـع      همراه بوده که از جملـه آن مـی  

کارگیري معیار بهتري براي خطا، بـالا  صورت دستی، عدم بهبه

ــرد. در     ــام ب ــوارد را ن ــن م ــایر ای ــات آزادي و س ــودن درج ب

هایی براي رفع ن، تلاشهاي پژوهشی بعدي این محققافعالیت

لاحات صـورت گرفتـه   ارائه کردند و اص ـ گفته شدهمشکلات 

تـر نشـد و   منجر به تبدیل روش به یک روش جـامع و کامـل  

بندي حوزه عنوان مثال، براي شبکهایراداتی به آن وارد است. به

حل مسائل از همان ابتدا نیاز به شبکه تقریباً متراکمی بـوده تـا   

یاب جلوگیري رویه مرتبه توابع درونوسیله آن از افزایش بیبه

عـدم ارائـه    تـوان از دیگـر مـوارد بـا اهمیـت مـی      عمل آید.به

کارگیري مرتبه مناسـب و  جامع و خودکار براي به بنديفرمول

یاب را نام برد. در واقع در هر مسئله، با درون حداقلی از توابع

توجه به شرایط حاکم بر مسئله نیاز به انتخاب ضـرایب ثـابتی   

  .سازي کندبوده که بتواند شرایط مسئله را شبیه

هـاي انجـام   سازي فعالیتنویسندگان این مقاله پس از مدل

شـده قبلــی و بررســی مزایــا و معایــب روش اســتفاده از توابــع  

هـاي  قابلیـت  يیاب، راهکاري براي بهبـود روش و ارتقـا  درون

کارگیري اتوماتیک معیار خطاي صورت خودکار و بهالگوریتم به

ارائه کردنـد. هـدف   هاي پرخطا را استاندارد براي گزینش المان

هاي محاسبات مربوط دیگر الگوریتم پیشنهادي کاهش پیچیدگی

هاي چهار ضلعی و بیشتر در فرایند تعیـین خطـا اسـت.    به المان

طـور  به بعديهاي فرایندهاي مختلف روش پیشنهادي در بخش

  کامل ارائه شده است.

هاي صورت گرفته در راسـتاي بـالا بـردن    از دیگر تلاش

، کـه  و روش بدون شبکه اجزاي محدوددر روش ، دقت نتایج

اند، هریک با رویکردي نوین به حل مسائل الاستیسیته پرداخته

اشـاره   ]10- 12[هاي ارائـه شـده در مراجـع    توان به روشمی

  کرد.  

در بخش دوم این مقاله براورد کننـده خطـاي المـانی و    

شـده اسـت. بخـش سـوم     نحوه تخمین خطاي حـوزه ارائـه   

غنی شـده بـا    اجزاي محدودبه حل تطبیقی در روش مربوط 
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یاب پوشـش اسـت. در بخـش چهـارم الگـوریتم      توابع درون

مسـائل  هایی در حـوزه  مثالروش پیشنهادي و در بخش پنجم 

اي بـین  الاستیک مورد بررسی قرار گرفته است. درنهایت مقایسه

  .ارائه شده است نتایج روش پیشنهادي و روش سایر محققین

  

 اجزاي محدودمین خطا براي حل تخ -2

 -در حالت ساده براي یک مسئله اسـتاندارد در فضـاي بیضـوي   

سهموي، که زیر مجموعه معـادلات دیفرانسـیل جزئـی هسـتند،     

 صورت زیر هستند:معادلات حاکم بر حوزه مسئله به

)1(  
u(x) f (x) x ,

u(x) u x ,

  

 0
  

ــه در آن  ــر   Ωکـ ــورد نظـ ــوزه مـ ــرز  ،حـ ــدوده مـ محـ

)حــوزه، u / x ) ( u / x )      2 2 2 2
1 مقــدار ســمت  fو تــابع  2

 عنوان شرایط مرزي مسئله هستند. به 0uراست معادله و 

 :شودصورت زیر تعریف میبه تغییرمکان حل خطاي

)2(  u he u - u  

و  اجزاي محـدود دست آمده از روش هاي بهجواب uکه در آن 

hu است. براي محاسـبه خطـا   تقریبیاصلاح شده (هاي جواب (

ــابع تخمــین  ــه اســتفاده از یــک ت ــاز ب ــابع نی زن خطــا اســت. ت

زننده خطاي استفاده شده در روش پیشنهادي ایـن مقالـه   تخمین

 اریکسـون ارائه شده توسط جانسـون و   2Lبر اساس نرم خطاي 

اجـزاي  . رابطه خطا بـراي حـل خطـی و تقریبـی     ]2و  1[است 

 صورت زیر است:به  2L روش نرمهب  huد محدو

)3(  hh h(u - u ) hf (u )D     

ــادیر  ــان    hو  α ،βمق ــی الم ــرایط هندس ــه ش ــوط ب ــاي مرب ه

نحـوه محاسـبه    گفته شدهدهنده حوزه بوده که در مرجع تشکیل

بیانگر نرخ تغییـرات   hDصورت کامل تشریح شده است وبه آنها

صـورت زیـر   ده و بـه کمیت مورد بررسی روي یال یک المان بو

 شود:تعریف می

)4(  
i

/
h

E

v
D (v) ( h [ ] )

n


 


 


2 2 1 2  

بردار یکه نرمـال بـر یـال مربوطـه      τn و τطول یال  τhکه در آن 

دهنـده نـرخ تغییـرات کمیـت     بوده و عبارت داخل کروشه نشان

هاي مورد بررسی در طول یال مورد نظر است، که براي همه یال

شوند. درنهایت با درنظـر  جمع می این مقادیر با یکدیگر iEالمان

اي و روابط حاکم بـر حـوزه مسـئله،    گرفتن شرایط تنش صفحه

فرم کلی تابع تخمین خطا براي یک المان در معـادلات بیضـوي   

 برابر است با:

)5(  /
hK

k

E(K) h(f - u) ( h (n .c u ) ) 


     2 2 1 21

2
  

روش نـرم  دست آمده بـه بیانگر خطاي عددي به E(K)که در آن 

2L براي المانKت. بدین ترتیب با اسـتفاده از رابطـه اخیـر    ام اس

شـود، کـه از آن در هـردو    مقدار خطا براي هر المان تعیـین مـی  

از  hروش شود. در تظریـف بـه  استفاده می pو  hروش تظریف 

روش مقادیر المانی خطا استفاده شده در حالی که در تظریف بـه 

p اي دیر گـره یـابی بـه مقـا   ابتدا مقادیر المانی با استفاده از درون

  گیرند.تبدیل شده و سپس مورد استفاده قرار می

 

 یاب پوششروش توابع درونسازي بهغنی -3

غنی شده بـا اسـتفاده    اجزاي محدوددر این قسمت فرمولاسیون 

اجـزاي  هاي مرتبـه پـایین   یاب پوشش براي الماناز توابع درون

 سازي یک حـوزه آورده شده است. چنانچه براي گسسته محدود

هـا  هاي استاندارد استفاده شود، دقت پاسخبندي با الماناز شبکه

سـازي، بـراي   به نوع و ابعاد المان وابسته است. در این نوع غنی

شـود. هـر زیـر    هر گره یک زیرحوزه پوششی درنظر گرفته مـی 

یاب با مرتبه مشخص است. در ایـن  حوزه داراي یک تابع درون

توابع مرتبه بالاتر نسـبت بـه    کارگیريها در صورت بهزیر حوزه

شکل  شود. مطابقحالت استاندارد، نتایج منجر به دقت بالاتر می

اسـت کـه    iیاب خطـی بـراي گـره    یک درون ihالف) تابع  -1(

برابر یک و در سایر نقاط وابسته به این گـره   iمقدار آن در گره 

عنوان زیـر حـوزه   به iهاي متصل به گره برابر صفر است و المان

شـوند. اسـتفاده از توابـع خطـی بـراي      این گـره محسـوب مـی   

هاي خطی با حجم کم محاسباتی ها، تقریبیابی زیر حوزهدرون

 iاي که بـراي گـره   دنبال خواهد داشت. ناحیهو سرعت بالا را به

گیرد، ناحیه پوشش یابی قرار میمورد درون ihتوسط تابع خطی 

 .ب) -1شود (شکل اده مینمایش د iCام نامیده شده و با  iگره 

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
jc

m
e.

37
.2

.7
9 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
22

87
69

8.
13

97
.3

7.
2.

6.
2 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 iu
tjo

ur
na

ls
.iu

t.a
c.

ir
 o

n 
20

24
-0

5-
19

 ]
 

                             4 / 18

http://dx.doi.org/10.29252/jcme.37.2.79
https://dorl.net/dor/20.1001.1.22287698.1397.37.2.6.2
http://iutjournals.iut.ac.ir/jcme/article-1-692-en.html


  83  1397ستان زم، 2، شمارة 37هاي عددي در مهندسی، سال روش

                     

  یاب پوشش: الف) تابع شکل خطی متدوال، هاي غنی شده با استفاده از توابع درونحوزهتوصیف نحوه ارتباط زیر -1شکل 

  یاب پوشش و ج) یک المان غنی شدههاي تحت تأثیر توابع درونب) ناحیه پوشش یا المان

  

طـور کـه در   ، همـان kو  jو  iگـره   3ام، با  m براي المان مثلثی

شود، ناحیـه پوششـی المـان برابـر بـا      ج) مشاهده می -1شکل (

است. بعد از تعیـین   kC و iC ،jCهاي اشتراك بین نواحی پوشش

هـاي پوششـی   یـابی ناحیـه  ها، نوبت بـه درون ناحیه پوشش گره

 pمرتبـه   هایی بایابی با استفاده از چند جملهخواهد رسید. درون

بـا   iدر گـره   uیابی شـده مجهـول   گیرد. مقدار درونصورت می

) نمـایش داده شـده   6توجه به ناحیه پوششی این گره در رابطه (

 است:  

)6(   p p
iiP u u x y x x y y ... y ai i i i ii i i  

 
2 2

  

i) متغیرهاي 6در رابطه ( i(x , y و بـردار   iبیانگر فاصله از گره  (

ia آزادي اضافی مرتبط بـا گـره   دهنده درجات نشانi   در ناحیـه

است. با توجـه بـه توضـیحات ارائـه شـده تقریـب        iCپوششی 

بـراي یـک المـان     uسازي پوششی مربوط به متغیر میـدانی  غنی

 شود:) بیان می7صورت رابطه (به

)7(  i i i i

i

u h u H a   



 
3

1

  

  که در آن:

)8(  p
i i i i i i i i iH h x y x x y y ... y 

 
2 2  

هاي موجود در یـک المـان و   ) براي گره7رابطه (با جمع مقادیر 

صـورت زیـر بازنویسـی    ) بـه 6) رابطـه ( 8) و (7( وابـط ادغام ر

  شود:  می

)9(  p
i i

i

u h P   




3

1

  

یـابی از  جاي اسـتفاده از روش اسـتاندارد درون  به این ترتیب به

pوسیله یابی بهروش درون
ipih  استفاده شده است، که در آنp

iP 

بـه اضـافه درجـات آزادي     iuشامل مقادیر متداول متغیر میدانی 

مربوط به توابع پوشش اسـت. مزیـت ایـن روش آن اسـت کـه      

توان بـا داشـتن   روش استاندارد مییابی بهعلاوه بر مقادیر درون

   یافت. ساز پوشش به نتایج بهتري دستتابع غنی

در مناطقی کـه دقـت مـورد    از دیگر برتري این روش آنکه 

توان در جهت تـأمین دقـت   نظر تأمین نشده با افزایش مرتبه می

مورد نیاز گام برداشت و نیـازي بـه اسـتفاده از تظریـف شـبکه      

ساز از اهمیت نیست. لازم به ذکر است که تعیین مرتبه تابع غنی

بالایی برخوردار بوده و اگر این مرتبه برابر صـفر درنظـر گرفتـه    

یـابی اضـافی صـورت نگرفتـه و همـان نتـایج       یچ درونشود، ه

] مشـکل  8بتـه [  کیم و دست خواهد آمد.یابی استاندارد بهدرون

هـاي  تکنیک پیشنهادي خودشان را ایجـاد تکینکـی بـراي المـان    

 کنند.چهارضلعی اعلام می

 

  الگوریتم روش پیشنهادي -4

در این بخش نحوه عملکـرد روش پیشـنهادي نویسـندگان ایـن     

اله ارائه شده است. بعد از تعیین میزان خطاي هر المـان طبـق   مق

)، خطاي کل حاکم بر حوزه مسئله که از جمـع مقـادیر   5رابطه (

شود، در دسترس است. لازم به ذکر اسـت کـه   المانی حاصل می

جاي استفاده از خطـاي نـرم   ، به2Lدر روش تعیین خطا با معیار 

ار عددي خطاي المانی ترین مقددرصد بزرگ 50شده، از مقدار 

 (ج) (ب) (الف)
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در یک تحلیـل اسـتفاده شـده اسـت. بـه ایـن معنـی کـه تمـام          

تـر از نصـف مقـدار خطـاي     هایی که داراي خطاي بـزرگ المان

عنـوان اولـین گزینـه جهـت اصـلاح      بیشینه در حوزه هستند، به

  شوند.حوزه معرفی می

صورت مقدار عددي، مطابق بـا رابطـه   معرفی میزان خطا به

هاي پیشین مورد بررسی قرار گرفت، شـاخص  ش) که در بخ5(

 هاي گوناگون یک حوزه نبـوده و مناسبی براي مقایسه بین شبکه

رو استفاده از شـاخص بـدون بعـد کـه خطـاي حـوزه را       از این

منظـور دسـتیابی   شود. بهکند، توصیه میبرحسب درصد ارائه می

به این شاخص بدون بعـد، مطـابق روش معرفـی شـده توسـط      

]، باید مجمـوع خطـاي حـوزه را نسـبت بـه      13[ ژوو  زینکویچ

) 10مجموع انرژي کرنشی حوزه، نرمال کرد لذا مطابق با رابطه (

 خواهیم داشت:

)10(  

n

i

i
n n

i i

i i

( e )

E(total)

( e U )



 







 

1

1 1

  

خطـاي   ie ،برابر خطاي نرم شده کـل حـوزه   E(total)که در آن 

نشـی  معادل با انـرژي کر  iU) و 5دست آمده از رابطه (المانی به

  المانی است.  

عنوان معیاري براي نیاز یا عدم نیاز به عملیات ) به10رابطه (

سازي است. به این معنی که یاب غنیتظریف توسط توابع درون

دست آمده از یک حد مجاز از پیش مشخص شـده  اگر مقدار به

کمتر باشد، حل مسئله به پایان رسیده و نتایج قابل قبول هسـتند  

) از 10دست آمده از رابطه (تر بودن مقدار بهو در صورت بزرگ

هاي بعدي سازي در گامحد مجاز، ادامه عملیات تظریف و غنی

شود. مقدار حد مجاز مورد استفاده، با توجه به روشـی  دنبال می

شود، داراي مقادیر متفـاوتی اسـت.   که براي تظریف استفاده می

هـاي  هدر روش پیشنهادي تنها مشخص شـدن اولیـه زیـر حـوز    

هـا کـافی بـوده و نیـازي بـه      داراي گرادیان بسیار بالا در پاسـخ 

ها نیست، زیـرا بـا   استفاده از حد مجاز پایین براي گزینش المان

یاب با همین تعداد کم المان انتخاب شـده  استفاده از توابع درون

هایی از حوزه کـه داراي خطـاي بسـیار    از مرحله قبل، در بخش

 دسـت آوردن براي بـه هاي مناسبی از مرتبهتوان زیاد هستند، می

جاي استفاده از نتایج کاملاً مطلوب دست یافت. در این روش به

 ژودرصد در روشی که توسط زینکویچ و  10مقدار حدي مجاز 

) 10درصد براي مقایسه با رابطـه (  20] ارائه شده، از مقدار 13[

رصـد در  د 10استفاده شده است. دلیـل اصـلی ایـن افـزایش از     

درصد در روش پیشنهادي این مقاله، تفاوت  20روش مرجع به 

کار گرفته شده در مرحلـه تظریـف اسـت. در روش    در روش به

هـا، تظریـف حـوزه صـورت     مرجع تنها با کوچک کردن المـان 

وسـیله  پذیرد، درحالی کـه در روش پیشـنهادي، تظریـف بـه    می

د بـالاي  ساز صورت پذیرفتـه و همـین ح ـ  یاب غنیتوابع درون

منظور شروع عملیات تظریف کافی بـوده و نیـازي   معیار خطا به

رویه تعداد تر که منجر به افزایش بیبه استفاده از مقادیر کوچک

شـود، نیسـت. تخمینـی از مرتبـه     ها و درجـات آزادي مـی  المان

  شود:سازي مطابق رابطه زیر انجام میغنی

)11(  

{

{

{

{

i

i

i

i

if n / }  p  

else / n / }  p  

else / n / }  p  

else n / }  p  

   

     

     

   

0 3 0

0 3 0 6 1

0 6 0 8 2

0 8 3

  

درصـد   50برابـر  γام، iبیانگر خطاي گـره   inبالا مقدار  در رابطه

سـازي  مرتبـه تـابع غنـی    pترین خطاي گرهی موجـود و  بزرگ

  پوشش، براي گره مورد بررسی است.

) به این معنی است کـه نیـازي بـه    11در رابطه ( p=0مقدار 

یــابی یــابی در گــره مــورد بررســی نیســت و همــان دروندرون

افی است. فرمولاسیون ارائـه شـده در   استاندارد صورت گرفته ک

)، یک فرمولاسیون جامع بـراي مسـائل حـوزه خطـی     11رابطه (

هاي موجود در حوزه مسئله یک راهکـار  بوده که براي تمام گره

دهد. حدود مرزي موجود در این رابطه به نحوي تعیین ارائه می

شده است که روش پیشنهادي با کمترین مرتبـه اختصاصـی بـه    

  یاب پوششی به حل مسئله ادامه دهد.ونتوابع در

دسـت  یابی مقادیر خطاي المـانی بـه  در ادامه فرایند با درون

هـا  ها، خطاي تمامی گـره ) و تعمیم آن به گره10آمده از رابطه (

) مرتبه مناسب بـراي  11شود. سپس با توجه به رابطه (تعیین می

ن شـده  سازي پوشش مرتبط با هر گره تعیییاب غنیتوابع درون
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 نماي روش پیشنهاديروند -2شکل 

  

 .  گیردسازي به روش پیشنهادي مورد استفاده قرار میو در غنی

) رونـد نمـاي روش پیشـنهادي در ایـن مقالـه      2در شکل (

منظور درك بهتر ارائه شده اسـت. بـا توجـه بـه میـزان دقـت       به

هاي مختلف ساز با مرتبهحاصل در هر گره از توابع پوشش غنی

کارگیري ایـن اسـتراتژي از   رسد بهنظر میشود. لذا بهستفاده میا

هایی با رده و پاسخرویه حجم محاسباتی جلوگیري کافزایش بی

هاي عددي بخـش  دست خواهند داد که نتایج مثالدقت بالاتر به

  بعدي مؤید این مطلب است.

  

  هاي عدديمثال -5

زه مسـائل  در این بخـش سـه مثـال اسـتاندارد دو بعـدي در حـو      

با شرایط مرزي مربوطه ارائه شـده و   ]13و  8[الاستیک از مراجع 

هـاي  با روش پیشنهادي این مقاله تحلیل و نتایج حاصل بـا روش 

سایر محققین مورد مقایسه قرار گرفته است. مثال اول مربـوط بـه   

گـون در انتهـاي آزاد، مثـال دوم    تیر طره تحت بار با توزیع سهمی

بـار متمرکـز در انتهـاي آزاد کـه در قسـمت      یک تیر طـره تحـت   

مثـال سـوم   در گاهی خود داراي مرز منحنی شـکل اسـت، و   تکیه

در راسـتاي سـمت چـپ تحـت بـار      کـه   ،Lیک صفحه به شکل 

    ، مورد بررسی قرار گرفته است.کششی گسترده قرار دارد

  

  مثال تیر طره تحت بار گذاري در انتهاي آزاد -5-1

گـون در  اثر نیرو بـا توزیـع سـهمی    دره در این مثال یک تیر طر
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  شرایط حاکم بر تیر طره تحت نیرو با توزیع سهمی گون در انتهاي آزاد -3شکل 

  

 

روش پیشنهاديبندي ارائه شده طی روند حل مسئله بهشبکه -4شکل   

  

) مـورد بررسـی قـرار    3( انتهاي تیر و شرایط مرزي مطابق شکل

سئله کـه توسـط تیموشـنکو و    گرفته است. جواب تحلیلی این م

) ارائـه شـده   17) تـا ( 12در روابـط ( ] 14[گودیر معرفـی شـده   

  است:

)12(  (Py EI)u [ x( L - x) ( )(y - c )]/    2 2
6 3 2 2  

)13((Py EI) x L - x) (L - x)y ( )c x(v /      
 

2 2 2
6 3 3 4 5  

)14(   -Py L - x Ix /   

)15(  y  0  

)16(   xy P c - y I/  2 2 2  

)17(  I c /
3

2 3  

گـون در جهـت   در مرز سمت راست بار متمرکز با توزیع سهمی

y  وارد شده و در جهتx   تنش مساوي صفر است. دو مرز بـالا

و پایین، مرزهاي بدون تنش و در مرز سمت چپ شرط مـرزي  

تغییر مکانی با استفاده از جواب تحلیلی منظور شده اسـت. ایـن   

اي و بـا فـرض   رایط تـنش صـفحه  مسئله بـا درنظـر گـرفتن ش ـ   

E=1000(Pa) ،P=1(N)  وL=2/4(m) ،c=0/3(m)  ــریب و ضــ

) براي 4حل شده است. شبکه موجود در شکل ( ν=0/3پواسون 

بنـدي  براي شبکه حل مسئله با روش پیشنهادي ارائه شده است.

اسـتاندارد تحلیـل    اجزاي محدودارائه شده، ابتدا مسئله با روش 

شـود. بعـد از   هـا محاسـبه مـی   تمامی گره شده و میزان خطا در

) با مقـدار حـدي معرفـی    10( رابطهتعیین خطا و مقایسه نتیجه 

هــاي داراي خطــاي بــالاتر از حــد مجــاز شناســایی شــده، گــره

یـاب  ) مرتبـه توابـع درون  11شـوند و بـا توجـه بـه رابطـه (     می

هــا تعیــین شــده و در ســازي پوشــش مــرتبط بــا آن گــرهغنــی

طور کـه اشـاره شـد    گیرد. هماناستفاده قرار میسازي مورد غنی

هاي روش پیشـنهادي توانـایی اسـتفاده از توابـع     یکی از قابلیت

سازي در نقـاط مختلـف   هاي مختلف جهت غنیپوشش با مرتبه

هاي تابع پوشش در این مثال بـین  حوزه حل مسئله است. مرتبه

سـاز متناسـب بـا    صفر تا سه فرض شده است. درجه تابع غنـی 

شـود. ایـن چرخـه تـا     میزان خطاي محاسبه شـده انتخـاب مـی   

  ) ادامه خواهد داشت.  10(رابطه برقراري 

) آمـده اسـت.   5نتایج مربوط به حل مسئله فوق در شـکل ( 

) اسـت.  4بندي شکل (براي شبکه دوو  یکمقادیر هر دو ستون 

اسـتاندارد و   اجـزاي محـدود  مقادیر ستون یک مربوط بـه حـل   

یـاب  مربـوط بـه حـل بـا اعمـال توابـع درون      مقادیر سـتون دو  

سازي پوشش در طی چند مرحله با روش پیشنهادي اسـت.  غنی

در ، xب) تغییرمکـان در جهـت    -5الف) و ( -5( هايدر شکل
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  1ستون   2ستون 

    

    

    

    
  ها در مثال اولها و تنشنتایج مربوط به توزیع تغییرمکان -5شکل 

 )ب( (الف)

 )د( )ج(

 )و( )ه(

 )ح( )ز(
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(رنگی در نسخه الکترونیکی) نتایج مربوط به تغییر مکان افقی راستاي بالاي تیر طره -6شکل   

  

 

(رنگی در نسخه الکترونیکی) نتایج مربوط به تغییر مکان قائم راستاي بالاي تیر طره -7شکل   

  

هـاي  ، در شکلyد) تغییر مکان در جهت  - 5ج) و ( - 5هاي (شکل

ز)  - 5هـاي ( و در شـکل x و)، توزیع تنش در جهت  - 5ه) و ( - 5(

  ارائه شده است. yح) توزیع تنش در جهت  - 5و (

ترتیـب نتـایج مربـوط بـه تغییـر      ) بـه 7) و (6هاي (در شکل

بـا   )ABهاي افقی و قائم راستاي فوقانی تیر طـره (امتـداد   مکان

ــدود روش  ــزاي مح ــام  اج ــتاندارد و گ ــف  اس ــاي مختل روش ه

نتایج مطلوب و نیز جواب دقیق آمـده اسـت.    رسیدنپیشنهادي تا 

هـا رونـد بهبـود نتـایج طـی حـل مسـئله بـا روش         در این شـکل 

دسـت آمـده از   وضوح نمایان است. ابتدا جـواب بـه  پیشنهادي، به

بنـدي ثابـت نمـایش داده شـده     استاندارد با شـبکه  اجزاي محدود

ز پوشش بـه اصـلاح نتـایج    سااست. سپس با استفاده از توابع غنی

) پرداختـه شـده اسـت و نتیجـه آن     11( رابطـه شرایط  درموجود 

  هاي با دقت و کیفیت بسیار مناسب است.یابی به جوابدست

  

  مثال تیر طره داراي مرزهاي منحنی شکل -5-2

در این مثال یک تیر طره در حالت تنش مسطح بـا بـار متمرکـز در    

X(m) 
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رایط حاکم بر تیر طره داراي مرزهاي منحنی شکلش -8شکل   

  

 

روش پیشنهاديبندي ارائه شده طی روند حل مسئله بهشبکه -9شکل   

  

) مـورد بررسـی قـرار    8انتهاي آزاد و شرایط مرزي مطـابق شـکل (  

گرفته است. با توجه به اینکه جواب دقیق بـراي مسـئله مـورد نظـر     

 2460دي بسیار ریز شـامل  بناز یک شبکه] 8[ مرجع موجود نیست،

اي براي محاسبه جواب دقیق استفاده کـرده  گره 9المان چهار ضلعی 

و  =Pa 910×7/2Eاست. در ایـن مسـئله مقـدار مـدول الاستیسـیته      

و شــعاع  ν=0/3ضــریب پواســون و  P=10 kNشــدت بــار وارده 

بندي ارائـه  ) شبکه9است. در شکل ( r=0/2 mقسمت منحنی شکل 

مسئله به روش پیشنهادي ارائه شده است. نتـایج   شده طی روند حل

) قابـل مشـاهده اسـت.    10مربوط به حل مسـئله فـوق در شـکل (   

) 9بنـدي ارائـه شـده در شـکل (    مربوط به شـبکه  یکمقادیر ستون 

مربـوط بـه    دواسـتاندارد) و مقـادیر سـتون     اجـزاي محـدود  (حل 

ب یـا ) بـا اعمـال توابـع درون   9بنـدي ارائـه شـده در شـکل (    شبکه

الـف) و   - 10( هـاي سازي طی چند مرحلـه هسـتند. در شـکل   غنی

د)  - 10ج) و ( - 10( هـاي ، شکلxب) تغییر مکان در جهت  - 10(

) توزیع تـنش  و - 10) و (ه - 10( هاي، شکلyتغییر مکان در جهت 

ــنش در ح - 10) و (ز - 10( هــايو شــکل xدر جهــت  ــع ت ) توزی

) مراحل رسیدن 12) و (11هاي (ارائه شده است. در شکل yجهت 

ترتیب براي تغییـر مکـان   به پاسخ مناسب توسط روش پیشنهادي به

منظـور  ) بـه 13افقی و قائم بـراي راسـتاي بـالاي تیـر و در شـکل (     

 - مقایسه روش پیشنهادي با روش سایر محققـین، توزیـع تـنش ون   

الـف)   - 13ارائه شـده اسـت. شـکل (    گفته شدهمایسز براي مسئله 

درجـه آزادي و   2456هادي در ایـن مقالـه بـا    مربوط به روش پیشن

 2988بـا  ] 8[ب) مربوط به روش ارائه شده در مرجـع   - 13شکل (

  درجه آزادي است.

  

  شکل Lمثال صفحه  -5-3

در حالت تنش مسطح تحت  Lدر این مثال یک صفحه به شکل 

گـاهی و نیرویـی نشـان داده شـده در شـکل      شرایط مرزي تکیه

فته است. جواب دقیق ایـن مسـئله از   ) مورد بررسی قرار گر14(

اي گـره  سـه المـان   3968بندي بسیار ریز شامل طریق یک شبکه
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  1ستون   2ستون 

    

    

    

    
  ها در مثال دومها وتنشنتایج مربوط به توزیع تغییرمکان -10شکل 

 (الف)

 )ج(

 )ه(

 )ز(

 )ب(

 )د(

 )و(

 )ح(
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 (رنگی در نسخه الکترونیکی) قی راستاي بالاي تیرمقایسه نتایج مربوط به تغییر مکان اف -11شکل 

  

 

  (رنگی در نسخه الکترونیکی) مقایسه نتایج مربوط به تغییر مکان قائم راستاي بالاي تیر -12شکل 

 

در  دست آمـده اسـت.  شود بهمی درجه آزادي 4164که منجر به 

، شـدت  =2N/cm(510E(حل این مسئله مقدار مدول الاستیسیته 

اسـت. در   ν=0/3و ضریب پواسـون   =N/cm100P)2(بار وارده 

بندي استفاده شده براي حـل مسـئله بـه روش    ) شبکه15شکل (

  پیشنهادي، ارائه شده است.  

 ) آمـده اسـت.  16نتایج مربوط به حل مسئله فوق در شکل (

) 15بندي ارائه شـده در شـکل (  مربوط به شبکه کیمقادیر ستون 

محـدود اسـتاندارد) و مقـادیر سـتون دو مربـوط بـه        (حل اجزاي

یـاب  ) بـا اعمـال توابـع درون   15بندي ارائه شده در شـکل ( شبکه

ب)  - 16الـف) و (  - 16( هـاي سازي پوشش است. در شکلغنی

د)  - 16ج) و ( - 16( هــايشــکلدر ، xتغییرمکــان در جهــت  

) توزیـع  و - 16) و (ه - 16( هـاي شکلدر ، yتغییرمکان در جهت 
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 (الف) (ب)

  مایسز-مقایسه نتایج مربوط به توزیع تنش ون -13شکل 

  

 

  شکلL  صفحهشرایط حاکم بر  -14شکل 

  

 

 روش پیشنهاديهاي ارائه شده مسئله بهبنديشبکه -15شکل 

  

cm 

cm 

cm 

cm 
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 1ستون  2ستون 

  
  (الف) (ب)

  
 (ج) (د)

  
 )ه( )و(

  
 )ز( )ح(

  ها در مثال سومها و تنشنتایج مربوط به توزیع تغییرمکان -16شکل 
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  (رنگی در نسخه الکترونیکی) نتایج مربوط به تغییر مکان -17شکل 

  

 

  (رنگی در نسخه الکترونیکی) نتایج مربوط به تنش -18شکل 

  

توزیـع   ح) - 16ز) و ( - 16هـاي ( و در شـکل  xتـنش در جهـت   

  آمده است. yتنش در جهت 

دسـت آمـده بـراي    ) نتایج بـه 18) و (17هاي (در شکل

و تنش قائم در راستاي افقـی   ABتغییر مکان افقی راستاي 

)DE   از روش پیشنهادي با نتایج ارائه شده توسـط مرجـع (

 روش کنتـرل  ] شامل روش اجزاي محـدود اسـتاندارد،  15[

ژنتیک و جـواب دقیـق   روش کنترل حجم متکی بر الگوریتم 

هـاي  تحلیلی، مورد مقایسه قرار گرفته است. مبانی و تکنیک

طـور کامـل   مرجـع بـه  ایـن  هاي یاد شده در روشمربوط به 

 توضیح داده شده است.

  گیرينتیجه -7

اسـتاندارد، جهـت    محـدود  اجـزاي  روش از روال معمـول در 

 ـ    ا دستیابی به نتایج با دقت کافی و مطلوب، ریـز کـردن شـبکه ب

متناسـب بـا دقـت مـورد نیـاز اسـت.       و صرف هزینه محاسباتی 

ساز پوششی لحاظ کـردن  یاب غنیترین مزیت توابع درونبزرگ

یابی استاندارد معمول درونبر هاي مجاور هر گره علاوهاثر المان

محدود است. به این منظور ابتدا تخمین خطـا بـه روش    ياجزا

سـازي پوششـی بـا    نـی یـاب غ توابـع درون و بعـد از آن   2Lنرم 

 بـر  غلبـه  بـراي  قـوي  یـک ابـزار   عنـوان بـه  هاي مختلـف مرتبه

سپس محدود استاندارد معرفی شد.  اجزاي روش هايمحدودیت
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یـاب  متناسب با خطـاي گرهـی، مرتبـه مناسـبی از توابـع درون     

طور خودکار انتخاب شده و در فراینـد حـل   ساز پوششی بهغنی

شوند. چرخـه تعیـین خطـا و    هاي اولیه، اصلاح میمجدد پاسخ

سازي پوششی تا رسیدن خطـاي حـوزه بـه    استفاده از توابع غنی

مقدار مجاز تعیین شـده ادامـه خواهـد یافـت. از مزایـاي روش      

توان به استفاده از نرم استاندارد تعیین پیشنهادي در این مقاله می

خطا، فراگیر بودن آن براي مسائل دوبعـدي در حـوزه الاسـتیک    

هاي هندسی در حوزه اصلاح موضعی شـبکه مـورد   گیبا پیچید

ساز متناسـب بـا   وسیله تعیین اتوماتیک مرتبه تابع غنیبررسی به

استفاده از این روش بـر اسـاس نتـایج     گرهی اشاره کرد.خطاي 

هاي ارائه شده، منجر به کـاهش قابـل ملاحظـه تـلاش     حل مثال

سـیار  محاسباتی شده و دقـت نتـایج نهـایی تحلیـل را تـا حـد ب      

دهد. فرایندهاي محاسباتی روش ارائـه شـده   مطلوبی افزایش می

یـابی  نویسی شـده و صـحت  در این مقاله در محیط متلب برنامه

فرایند روش پیشنهادي با حل چند مسئله مختلف آزمـوده شـده   

  است.

هاي متعدد، بهبود میدان تنش و از نتایج ارائه شده براي مثال

وضـوح قابـل رویـت اسـت.     له بهجایی حاکم بر حوزه مسئجابه

اگرچه امکان بررسی زمان حل مسئله و نیز حافظـه تخصیصـی،   

هـاي پژوهشـی   دسترس بودن آن بـراي فعالیـت  در دلیل عدم به

هـاي  بررسی نتـایج حـل مثـال   سایر محققین ممکن نبوده ولی 

استاندارد و مقایسه آن با نتـایج سـایر محققـین، حکایـت از     

هـاي  ي دارد. مقایسه نتایج مثـال کارایی خوب روش پیشنهاد

از جملـه بنیانگـذاران    هاي دیگر محققـین این تحقیق با روش

، حکایت از تأمین دقت کـافی مـورد   یاب پوششیروش درون

تـر نسـبت بـه روش    نیاز با درجات آزادي متعـارف و پـایین  

 ها دارد.اجزاي محدود استاندارد و سایر روش
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