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ي بوده و نیازمند دقت بسیار بالایی اسـت. برونیـابی   اهلرز سازيمدلموج بر مبناي حل معادله موج یکی از مراحل مهم  اصولاً برونیابی میدان -چکیده

هـاي  شود. از جملـه محـدودیت  عنوان یک روش سنتی و مرسوم انجام میي مختلف عددي از جمله روش تفاضلات محدود بههاروشتوسط  میدان موج

) است. یکـی از راهکارهـاي حـل ایـن مشـکل اسـتفاده از       ∆tشدن فواصل زمانی ( تربزرگروش تفاضلات محدود کاهش دقت و پراکندگی عددي با 

ش داده و با افزایش فواصل زمانی دچار پراکندگی عددي نشده و دقت ي ترکیبی است که با توجه به نوع ساختار آنها زمان محاسبات را کاههاگیرانتگرال

گیر ترکیبی براي برونیـابی میـدان مـوج    استفاده از روش اویلر یک انتگرال ابتدا با رو در این مقالهاینآن به نسبت روش تفاضلات محدود بیشتر است. از 

به نسبت بزرگ در قالب یک مدل ساده براي هـر دو روش تفاضـلات محـدود و روش     شود. سپس برونیابی میدان موج براي یک فاصله زمانیمعرفی می

یت دقت برونیابی هر دو روش با هم مقایسه شـده اسـت کـه    اهترکیبی اویلر نشان داده شده است که بیانگر برونیابی میدان موج با کیفیت بهتر است. در ن

 .نشان از دقت بسیار بالاتر روش ترکیبی اویلر دارد

  

  

  .ي، تفاضلات محدود، روش اویلر، دقت، پراکندگی عددياهلرز سازيمدل :يدیکل ياههژوا

  

  

Seismic Wave-Field Propagation Modelling using the Euler Method 
 

F. Moradpouri* 

 
 Department of Mining Engineering, Faculty of Engineering, Lorestan University, Khoramabad, Iran. 

 

Abstract: Wave-field extrapolation based on solving the wave equation is an important step in seismic modeling and needs a 
high level of accuracy. It has been implemented through a various numerical methods such as finite difference method as the 
most popular and conventional one. Moreover, the main drawbacks of the finite difference method are the low level of accuracy 
and the numerical dispersion for large time intervals (∆t). On the other hand, the symplectic integrators due to their structure can 
cope with this problem and act more accurately in comparison to the finite difference method. They reduce the computation cost 
and do not face numerical dispersion when time interval is increased. Therefore, the aim of the current paper is to present a 
symplectic integrator for wave-field extrapolation using the Euler method. Then, the extrapolation is implemented  for rather 
large time intervals using a simple geological model. The extrapolation employed for both symplectic Euler and finite difference  
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methods showed a better quality image for the proposed method. Finally the accuracy was compared to the finite difference 
method. 
 
Keywords: Seismic modeling, Finite difference, Euler method, Accuracy, Numerical dispersion. 

  

 

  فهرست علائم

c  سرعت انتشار موج صوتی  t  زمان 

c ( ) x2 )2L Tعملگر   2 )p  انرژي سینتیکی  

f  بردار نیرو  V( )x  انرژي پتانسیلی  

G   به زمانمشتق اول میدان موج نسبت  W  تقریب مشتق دوم میدان موج  

H  تابع همیلتونی  x  مکان  

J  تابع بسل  t  برداريزمان نمونه  

k  عدد موج x,   z  فواصل شبکه  

P میدان موج    مشتق جزئی  

p   حرکتبردار اندازه    عملگر لاپلاسین  

kQ2 ي اصلاح شده چبیشفاهچندجمل  λ مقدار ویژه  

 
 

  مقدمه -1

مبنـا بـا    هاي مختلف معادله موجسازيمدلانجام  طور اصولیبه

معـادلات   شود. این معادلات نوعیحل معادلات موج شروع می

ل مشتقات مکانی و زمـانی هسـتند کـه بـا     جزئی شام دیفرانسیل

صورت عددي حل شده و میدان ي مختلفی بههاروشاستفاده از 

کننـد. معادلـه مـوج    یـابی مـی  موج را در نقاط درون زمین برون

) از جملـه پرکـاربردترین ایـن    1( رابطـه ارائه شـده در   1صوتی

  ي در زمین است.  اهمعادلات براي توصیف انتشار موج لرز

)1(  
P( , t)

c P( , t)
t


 



x
x

2
2 2

2
  

)Pکــه طــوريبــه , t)x  در زمــان میــدان مــوج t ن مکــا و

(x, y, z)x  ،اســتc c( ) x  ســرعت انتشــار مــوج صــوتی

  است. 2عملگر لاپلاسین در مختصات کارتزین 2و

ن موج یک راهکار ریاضیاتی است که امکـان  یابی میدابرون

صورت پیشرو و پسرو در زمان یـا  دست آوردن میدان موج بهبه

 و غیـر  3ي بازگشـتی هـا روشمکان را فراهم آورده و از طریـق  

ي غیر بازگشتی، هاروش]. در 2و  1قابل انجام است [ 4بازگشتی

میـدان  ي عمقی بـا اسـتفاده از   اهیابی میدان موج در هر نقطبرون

ثبت شده در سطح قابل انجام است و نیاز به تعیین میدان مـوج  

یـابی  در مراحل میانی نیست. در شرایط محیط غیرهمگن، بـرون 

ــتفاده از     ــد اس ــه نیازمن ــک مرحل ــاد در ی ــی زی ــاق خیل در اعم

هـاي  کمـک الگـوریتم  عملگرهاي بسیار پیچیده است که تنها بـه 

جـام اسـت. در مقابـل    قابـل ان  5همانند ردیـابی پرتـو   سازيمدل

یـابی کوچـک   ي بازگشتی تا زمـانی کـه فواصـل بـرون    هاروش

  صورت محلی همگن است مشکلی ندارند. هستند و محیط به

ي هـا روشتـرین  روش تفاضلات محـدود یکـی از معـروف   

طـور  بازگشتی حل عددي معادلات دیفرانسیلی جزئی بـوده و بـه  

]. پاسـخ  3- 7[ شـود ي اسـتفاده مـی  اهلـرز  سـازي مدلگسترده در 

عددي میدان موج با استفاده از روش تفاضلات محدود از گسسته

]. 9و  8کنـد [ سازي زمانی و مکانی براي تقریب زدن استفاده مـی 

در حل معادله موج با استفاده از روش تفاضلات محدود، در ابتدا 

  عملگـــر زمـــان توســـط یـــک طـــرح مرتبـــه دو تقریـــب زده

نی توسط یک طرح مرتبه چهـار  شود، درحالی که مشتقات مکامی

صـورت باعـث   شوند. تقریب مشتق زمـان بـه ایـن   تقریب زده می
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و  6شود که منجـر بـه تغییـر شـکل پـالس     ایجاد خطاي عددي می

هـاي زمـانی کوچـک    که با انتخاب گـام  شودپراکندگی عددي می

شدن گام زمانی باعث  ]. کوچک10توان از آن جلوگیري کرد [می

رفـتن زمـان و هزینـه     ده و در مقابل باعـث بـالا  رفتن دقت ش بالا

شناسـی  شود که هنگام مواجهه بـا یـک مـدل زمـین    محاسبات می

  شود.واقعی پیچیده استفاده از آن با مشکل مواجه می

هـاي  کـار بازگشـتی الگـوریتم   وي دیگـر بـا سـاز   هاروشاز 

ــه   ــه ب ــتند ک ــی هس ــاختار و  ترکیب ــظ س ــی حف ــطه ویژگ   واس

مدت شناخته شده هستند. ایـن خصوصـیات   دهاي بلنسازيشبیه

 تـر بـزرگ هاي ترکیبی باعـث کارامـدي آنهـا در    جالب الگوریتم

کردن فواصل زمـانی و مکـانی کوچـک بـدون کـاهش دقـت و       

ي ترکیبی را هاگیرانتگرال]. 11ود [شمیمشکل پراکندگی عددي 

توان براي محاسبه عددي پاسـخ معادلـه مـوج و مشـتق اول     می

اي جالـب  ه ـهمورد استفاده قرار داد. یکی دیگر از جنبزمانی آن 

ي ترکیبی آن است که میدان موج براورد شده براي هاگیرانتگرال

محاسبه مشتق نسبت به زمان میدان موج در همـان گـام زمـانی    

ي ترکیـب  هـا گیـر انتگـرال گیرد. استفاده از مورد استفاده قرار می

صـورت  مـوج را بـه  توانـد میـدان   شده با روش بسط سریع مـی 

طـور مـؤثري بـراي    کـرده و بـه  یـابی  پایدار و بدون نویز بـرون 

ي استفاده کند. ایـن روش داراي دقتـی   اهاي لرزههداد سازيمدل

بر آن، اگر تعداد عبـارات   همانند روش بسط سریع است. علاوه

تواند براي هر گـام زمـانی   طور درست انتخاب شود، میبسط به

در مقاله حاضر ضمن اسـتفاده   رواز اینگیرد.  مورد استفاده قرار

درست از روابط ریاضیاتی و نحوه ارتبـاط آنهـا بـا پارامترهـاي     

ي روش ترکیبی اویلر بـراي  اهویژه در حوزه علوم لرزفیزیکی، به

یابی میدان موج معرفی شده است. در روش معرفـی شـده،   برون

ان موج (در یابی میدسعی شده است تا روابط موجود براي برون

ي ترکیبـی موجـود   هـا روشطول و عمق زمین) نسبت به سـایر  

تر و در عین حال امکان استفاده و اجراي آن تسهیل شـود.  ساده

همچنین روش معرفی شده اویلر این ویژگـی را دارد تـا ضـمن    

خطاي ناشی از افـزایش گـام    تربزرگهاي زمانی استفاده از گام

میـزان زیـادي   ضلات محدود بـه زمانی را در مقایسه با روش تفا

کاهش دهد. در عین حال در یک شرایط یکسـان، زمـان انجـام    

روش تفاضـلات محـدود در   محاسبات در این روش نسـبت بـه  

  مراتب کمتر است.  ، بهتربزرگهاي زمانی استفاده از گام

  

  دستگاه معادلات موج همیلتونی -2

ي گیـر انتگـرال ي هاروشي ترکیبی بههاگیرانتگرالدر ریاضیات 

عددي براي گـروه خاصـی از معـادلات دیفرانسـیلی مـرتبط بـا       

ــه    ــی گفت ــه ترکیب ــیک و هندس ــک کلاس ــیمکانی ــم . ]12ود [ش

ي هـا گیـر انتگـرال از  ايي ترکیبـی زیـر مجموعـه   هـا گیرانتگرال

عبارتی تبدیلات بآیینی (متعارفی) دهند، بههندسی را تشکیل می

کننـد  میلتـون را حفـظ مـی   هستند که شکل معادلات حرکـت ه 

]13  .[  

شـکل  یک دستگاه همیلتونی متشکل از معادلات متـداول بـه  

  .]14[زیر است 

)2(
  

d H

dt

d H

dt
 






 



x

p

p

x

  

بعـدي یـک مختصـات     nي ترتیب بردارهـا هب pو xکه در آن

متغیـر   t یافته (مختصات لاگرانژي)، اندازه حرکت هستند.تعمیم

Hزمانی مستقل و  H( , ) x p   تابع همیلتونی هستند. مجموعـه

ــت  ــدازه حرک ــان و مختصــات ان )مک , )x p  ــآیین مختصــات ب

  شود.(متعارف) نامیده می

دسـت آمـده   با درنظر گرفتن دستگاه معادلات دیفرانسیلی به

  توان نوشت.از سیستم همیلتونی می

)3(  H( ) T( ) V( ) x,p p x  

)Tطوري که به )p  انرژي سـینتیکی و V( )x    انـرژي پتانسـیلی

  است.  

بنابراین معادلات حرکـت یـک ذره بـا جـرم واحـد توسـط       

  :آیددست می) به4معادله (

)4(
  

d H

dt

d H

dt
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ترتیب بردارهـاي نیـرو و انـدازه حرکـت     هب pو fطوري که به

  هستند.

هـاي همیلتـونی   توان با اسـتفاده از فرمـول  معادله موج را می

گیـر انتگرال) بازنویسی و از آن در معرفی 4( رابطهارائه شده در 

سـکل و همکـاران   ا بر اسـاس تحقیـق  کرد. ي ترکیبی استفاده ها

هاي خاص دستگاه همیلتونی ي ترکیبی، نامتغیرهاروش)، 1997(

ي بزرگ با دقـت بسـیار   گیرانتگرالاي ههرا حفظ کرده و در باز

یـابی  طی با اندازه گام بروناي خههبالا عمل کرده و براي دستگا

  ].11ماند [کوچک پایدار باقی می نسبتبه

  

  روش اویلر -3

طور وسیع مورد استفاده بهي ترکیبی که هاگیرانتگرالي از اهدست

نـد.  اهوجود آمـد کارگیري روش جداسازي بهگیرند، با بهقرار می

پذیر باشد، به این معنـی  فرض کنید که دستگاه همیلتونی تفکیک

ي سـاز ) نوشـت. بـراي سـاده   3( رابطـه شـکل  که بتوان آن را به

)نمادها،  , )g x p  ود که بیـانگر بـردار مختصـات    شمیمعرفی

تـوان  ) را مـی 2بآیین (متعارف) است. سپس دستگاه معـادلاتی ( 

   .]12[) نوشت 5( رابطهصورت صورت یک عبارت بهبه

)5(  
d

{ ,H( )}
dt


g

g g  

ورت ص ـاست که بـه  7طوري که کروشه، معرف کروشه پواسنبه

  :ودشمی) معرفی 6( رابطهعملگر 

)6(  H

H H
D { ,H( )}

  
  

   

g g
g g g

x p p x
  

  :) ساده کرد7( رابطهصورت توان بهدستگاه همیلتونی را می

)7(  H

d
D

dt


g
g  

دسـت  ) بـه 8( رابطهاین دستگاه معادلادت توسط  8پاسخ صوري

    :آیدمی

)8(  HtD[ ](t) e ( )g g 0  

H)، 3( رابطههمیلتونی براي شکل  T VD D D  اراي پاسخ د

    :صورت زیر استصوري به

)9(  t(A B)[ ](t) e ( )g g 0  

TAطوري که به D  وVB D.  

نیستند و  9پذیر (آبلی)جاییهاي جابهعملگر B و Aتا زمانی که 

t توانـد توسـط   یقی کوچک است، تابع نمـایی مـی  یک عدد حق

  :) تقریب زده شود10صورت معادله (ضرب توابع نمایی به

)10(  i i

i

k c tA d tBt(A B) n( ) ( )[ ]e e e o(t )


  
1

1  

) مرتبه انتگرال نامیده شده و بـراي  10( رابطهدر  n طوري کهبه

kc داده شده مقادیر مجموعه اعداد حقیقی  nیک ,c ,... ( ), c1 2 

kd و ,d ,.( )..,d1  وند کـه اخـتلاف بـین   ش ـمـی طوري تعیـین   2

[t(A B)]e  ها از مرتبه و ضرب نماییnt 1 .باشد  

id و  icبــا فــرض  i , ,...,k1 از  ياهعنــوان مجموعــ، بــه2

داده شـده   n) را بـراي یـک   10اعداد حقیقی که شرایط معادله (

  :شکل زیر بازنویسی کردتوان به) را می9کنند. معادله (مین میأت

)11(  
k

i i

i

c tA d tB( ) ( )(t) e e ( )


 
 
 

 g g 0
1

  

)g)، انتقال نقطـه بـه نقطـه از    11( رابطهدر   انجـام  g(t)تـا   0(

ود، زیـرا فقـط   ش ـمیصورت ترکیبی انجام ود. این انتقال بهشمی

) از مرتبه 9( رابطهضرب ترکیبی اجزاء انتقال بوده و پاسخ دقیق 

no(t طـور  بـه ) 11( رابطـه زند. عـلاوه بـر ایـن    را تقریب می (

) قابل محاسبه اسـت. در واقـع معادلـه    9( رابطهصریح از طریق 

  :دهددست میبه اها روالی از انتقال) ت11(

)12(
  

i i i i

i i ii

T
  tc ( )

V
  td ( )

 




 




 



x x p
p

p p x
x

1 1

1

  

ــراي  iبـ 1  ــا iتـ k ،ــه ــه بـ ــوري کـ )طـ ), ( )x p g0 0 0 

,و (t)( ) x p gانتگرال ترکیبی از مرتبه . n آید.دست میبه  

را بــراي تعیــین مجموعــه  هــاروش)، برخــی از 1990یوشــیدا (

iضرایب  i(c ,d کننـد،  مین مـی أ) را ت ـ10( رابطـه کـه شـرایط    (

معرفی کرد. روش معرفی شـده، طـرف چـپ و راسـت معادلـه      

ه از مرتب ـ t هاي برابربسط داده و ضرایب توان t) را با توان 10(

no(t کند. به ایـن ترتیـب یـک دسـته از معـادلات      می را برابر (

آینـد.  دست میبه idو ic جبري غیرخطی براي ضرایب نامعین

n براي مثال براي 1 )10مرتبه اول)، جـواب صـفر   گیرانتگرال 

 [
 D

O
I:

 1
0.

47
17

6/
jc

m
e.

38
.2

.6
80

1 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

22
87

69
8.

13
98

.3
8.

2.
6.

9 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 iu

tjo
ur

na
ls

.iu
t.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

14
 ]

 

                               4 / 9

http://dx.doi.org/10.47176/jcme.38.2.6801
https://dorl.net/dor/20.1001.1.22287698.1398.38.2.6.9
http://iutjournals.iut.ac.ir/jcme/article-1-752-en.html


  119  1398 زمستان، 2، شمارة 38هاي عددي در مهندسی، سال روش

cبرابر است با d   1 1 1 ،(k )1 توان نوشتو می:  

)13(  tA tBt(A B) ( ) ( )[ ]e e e o(t )    2  

c استفاده از ضرایب d 1 1 )، روش اویلـر را  12در معادلـه (  1

  :دهددست می) آمده است، به14( رابطهمطابق آنچه که در 

)14(
  

T
  t ( ),

V
  t ( )


 




 



x x p
p

p p x
x

0 0

0

1

1 1

  

 

 ترکیبی اویلر گیرانتگراله ارائ -3-1

یـابی میـدان مـوج بـا     در این قسمت روش عددي ترکیبی بـرون 

 سـازي مـدل ) براي اسـتفاده در  14 رابطهاستفاده از روش اویلر (

  شـکل تـوان بـه  ) را مـی 1( رابطـه ود. در ابتـدا  شمیي ارائه اهلرز

  :نویسی کردتر زیر بازساده

)15(  
P( , t)

L P( , t)
t


 



x
x

2
2

2
  

Lطوري کهبه c ( )  x2 2   است.   2

t )، بــا شــرایط اولیــه15( رابطــهپاســخ 
P( , t)

| P
t 






x
0 0
 و 

P( , t ) P x 00P( , t ) P x   :صورت زیر استبه 00

)16(  P(x, t) cos(Lt)P L sin(Lt)P 0 0
-1  

)Pج مــو هــايمیــدان , t t)x  وP( , t t)x تــوان را مــی

کرد. براي حذف بخش مشتق زمـانی  ورد ا)، بر16( رابطهتوسط 

کردن ایـن دو میـدان مـوج،    در این معادله، با اضافه  میدان موج

بخش فرد پاسخ در زمان حذف شده و تنها بخش زوج آن باقی 

  خواهد ماند. در نتیجه:

)17(  P( , t t) P( , t t) cos(L t)P( , t)    x x x2  

صورت زیر نوشـته  تر بهدر شکل ساده )17( رابطهپاسخ تحلیلی 

  :]15[د وشمی

P(t t) P(t t) cos(L t)P(t),    L c       2 2 22  

)18(  

cos(Lه طوري که براي محاسببه t) ،ر عملگ دبایL2  طور بهرا

صریح محاسبه و سـپس از بسـط چبیشـف ارائـه شـده توسـط       

) 18( رابطـه کرد. در اینجا، ) استفاده 1989زلوف و همکاران (کو

بازنویسی شده، اما تابع کسینوس با بسط چبیشف آن جـایگزین  

  ].15-17[د وشمی

M
k k k

iL
C J ( tR)Q ( )

Rk
P(t t) P(t t) P(t)

 
 
  

     2 2 2
0

2  

)19(  

Cکه در آن  0 kCو  1  kبراي 2 0  است، مقدارM  بسته

kJ. نهایت قابل تغییـر اسـت  به نوع مسئله از صفر تا بی ( tR) 

zطـوري کـه   بـه است  kه مرتب 11معرف توابع بسل tR   و

kQ2 د. مقـدار هسـتن  12اي اصلاح شـده چبیشـف  چندجملهR 

دسـت  طور تقریبی از رابطه زیر بـه بهبراي انتشار دو بعدي موج 

  :آیدمی

)20(  
x zmaxR c ( ) ( )

 
  1 12 2  

Lه از مقادیر ویـژ  تربزرگیک مقدار اسکالر  Rطوري که،به 2 

 zو  xو حداکثر سـرعت در شـبکه    maxc است. همچنین

  ].16[د فواصل شبکه هستن

هاي اصلاح شده ياه، تنها شامل چندجمل)19( رابطهعبارت 

ــارت   چبیشــف زوج اســت. cos(Lمجمــوع بســط عب t)  در

Mطور نمایی بـراي  به )19معادله ( tR    ود، ش ـمـی همگـرا

توان مجموع بسط را با اسـتفاده از تعیـین   بنابراین، با اطمینان می

 کـرد  13قطـع  tRاز  تـر بـزرگ مقادیر کمـی   يازابه Mر مقدا

]16[.  

اویلر و روش بسط سـریع،   گیرتگرالانبراي معرفی طرح ترکیبی 

ت )، اضافه شده و عبـار 19( رابطهبه دو طرف  P(t)2ت عبار

( t ) ، نتیجـه  ودش ـمـی در هر دو طرف این معادلـه ضـرب    21

  :صورت زیر خواهد شدبه

)21(
  

(n ) (n) (n )

M (n)
k k k

k

P P P

( t)
iL

C J ( tR)Q ( ) P
( t) R

 



 
 
 

 




 


1 1

2

2 2 22
0

2

2
1

 

)، 21( رابطـه  تسـاوي در  سمت چپباید توجه شود که عبارت 

Pمرتبه دو بـراي  14تقریب تفاضل محدود مرکزي t 2 و بـا   2

(n)W(P (تقریب مشتق دوم میدان موج با اسـتفاده  است  برابر (

  از تفاضلات محدود مرکزي).  
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)22(  
(n ) (n) (n )P P P P

t ( t)

   


 

21 12

2 2
  

M
(n) (n)

k k k
k

iL
W(P ) C J ( tR)Q ( ) P

( t) R

 
 
 

  


2 2 22
0

2
1  

)23(  

 روابـط تـوان  اکنون با استفاده از دستگاه معادلات همیلتونی مـی 

، 10[د کـر شکل واحد زیر با هم مـرتبط  ه) را ب21) و (15)، (1(

  :]19و  18

)24(  (n)P G P
G,         W(P )

t t t

  
  

  

2

2  

ي از اهکند تا بتوان دسـت ) این امکان را فراهم می24معادله موج (

  ي در زمان استفاده کرد.گیرنتگرالاي ترکیبی را براي هاروش

)، در 14) با استفاده از روش اویلـر (معادلـه   24حل معادله (

  :) ارائه شده است25معادله (

)25(  
(n ) (n) (n)

(n ) (n) (n )

P P tG ,

G G tW(P )



 

  

  

1

1 1
  

  :صورت زیر بازنویسی کردتوان به) را می25معادله (

)26(

  

(n ) (n) (n)

(n ) (n) (n )

(n) (n) (n)

c P

               c

P P tG ,

G G t

G t P tG



  

 
 

  

  

 

1

1 2 2 1

2 2

  

شکل ترکیبی اویلر را به گیرانتگرالایی توان معادله نهدرنتیجه می

  :زیر نوشت

)27(
 

 

(n ) (n) (n)

(n ) (n) (n)

P P tG ,

G tc P t c G 





  

    

1

1 2 2 2 2 21
  

اویلـر و روش بسـط    گیـر انتگـرال ) 27که طرح ترکیبی معادله (

شکل ماتریسی زیر نیـز  را به توان آنود که میشمیسریع نامیده 

  :نوشت

)28(  
(n ) (n)

(n ) (n)
P P

G G



 
   
   
   

A
1

1  

 :ودشمیت زیر تعریف صوربه A طوري کهبه

 M M
k k k k k kk k

t

C J Q     C J Q
t  

 
 

    
     




  


A
2 2 2 2 2 20 0

1
2

1 2 1

)29(   

 گیـر انتگـرال تـوان رابطـه نهـایی    بنابراین با بازنویسی مجدد می

    :) نیز نوشت30صورت معادله () را به27ترکیبی اویلر (معادله 

)30(  

 

(n ) (n) (n)

(n ) (n)M
k k k k
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 P P tG
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2 1
  

فاده بسط سریع، با اسـت  -براي تحلیل پایداري طرح ترکیبی اویلر

صورت زیـر  ) به29از تبدیل فوریه ماتریس ارائه شده در رابطه (

  :ودشمینوشته 

)31(  

(ck t)
t

(ck) ( t) (ck t)
(ck) t
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detصورت نوشتن معادله مشخصه به -( ) A I ، مقادیر ویژه 0

  :دهددست می) به32( رابطهرا طبق 

)32(

  
M M

k k k k k k

k k

(ck t) (ck t)
(ck t)       or

C J Q   C J Q  

 

  
      

  

 
    
 
 

 

2 2

2

2 2 2 2 2 2

0 0

1 1
2 4

1

  

ترتیب بیانگر مقـدار ویـژه، عـدد    به t و  ،k، cه طوري کبه

  .هستندموج، سرعت موج در محیط و زمان 

) 30بسط سریع (معادلـه   -براي پایداري روش ترکیبی اویلر

د بای  عدد مختلط باشد، به این معنـی کـه    نیز λ ، بنابراین1

  ) باید کمتر از صفر باشد و درنتیجه:32ریشه معادله (

)33(  
(ck t)

 
2

1 0
4

  

بسـط   -) شرط پایداري طـرح ترکیبـی اویلـر   33عبارت معادله (

  :دهددست میصورت زیر را بهسریع به

)34(  

max

t

c
x z

   
   
   

 


 

1 1
2 2

2
 

 zو x حـداکثر سـرعت در شـبکه و    maxc طـوري کـه  بـه 

  فواصل شبکه هستند.

  

  نتایج عددي -4

هـاي  ي بـا سـرعت  اهبراي مطالعه حاضر، یک مدل ساده چندلای

 [
 D

O
I:

 1
0.

47
17

6/
jc

m
e.

38
.2

.6
80

1 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

22
87

69
8.

13
98

.3
8.

2.
6.

9 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 iu

tjo
ur

na
ls

.iu
t.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

14
 ]

 

                               6 / 9

http://dx.doi.org/10.47176/jcme.38.2.6801
https://dorl.net/dor/20.1001.1.22287698.1398.38.2.6.9
http://iutjournals.iut.ac.ir/jcme/article-1-752-en.html


  121  1398 زمستان، 2، شمارة 38هاي عددي در مهندسی، سال روش

      

          

هاي مختلف، ب) ي زمین با سرعتاهالف) مدل ساده چندلای :تفاضلات محدودي میدان موج با استفاده از روش اهنمایش لحظ -1شکل 

) دثانیه،  2/1ي میدان موج بعد از زمان اه) نمایش لحظجمیلی ثانیه از انتشار موجک چشمه،  500ي میدان موج بعد از زمان اهنمایش لحظ

  ثانیه 5/1ي میدان موج بعد از زمان اهنمایش لحظ

  

براي انتشار میدان موج درنظر  )P(موج  ءیش مختلف موج فشار

ي اهلـرز  سـازي مـدل الـف). بـراي    -1گرفته شده است (شـکل  

در یک نقطـه سـطحی    15انتشار میدان موج از یک موجک ریکر

 هرتـز  50استفاده شده است. حـداکثر فرکـانس مـورد اسـتفاده     

ترتیب برابـر  هب، z∆و  x∆ي افقی و عمودي اهاست. فاصله شبک

ثانیه درنظر گرفته شده است. با میلی 4گام زمانی برابر  متر و 15

مشخصات ارائه شـده در مـورد موجـک ریکـر مـورد اسـتفاده،       

الف) و با استفاده  -1یابی میدان موج در مورد مدل شکل (برون

  ) انجام شده است.30از معادله (

ي اه) نمـایش لحظ ـ د -1) و (ج -1)، (ب -1( هايدر شکل

حاسبه شده با روش تفاضلات محدود براي میدان موج صوتی م

هـاي مختلـف نشـان داده شـده اسـت.      مدل داده شده در زمـان 

ي میدان مـوج صـوتی محاسـبه شـده بـا      اههمچنین نمایش لحظ

ج)  -2ب) و ( -2الف)، ( -2( هايروش ترکیبی اویلر در شکل

وضـوح  ه)، ب ـ2) و (1نشان داده شده است. مقایسـه دو شـکل (  

یابی میـدان مـوج حاصـل از روش    نتیجه برون دهد کهنشان می

تـر و بـا   ترکیبی اویلر در مقایسه با روش تفاضلات محدود دقیق

یـابی  کیفیت و جزئیات بیشتري انجام شـده اسـت. دقـت بـرون    

) نشـان داده شـده   3میدان موج براي ایـن دو روش در شـکل (  

روش ترکیبـی اویلـر در   یابی بـه است که بیانگر دقت بالاي برون

  قابل روش تفاضلات محدود است.م

 

  گیرينتیجه -5

ي عـددي متعـدد از جملـه    هـا روشتوسـط   میدان موجیابی برون

عنوان یک روش سنتی و مرسوم انجـام  روش تفاضلات محدود به

 تـر بزرگکه کاهش دقت و پراکندگی عددي با  ییود. از آنجاشمی

ــانی (  ــل زم ــدن فواص ــدودیت ∆tش ــه مح ــاي روش ) از جمل ه

ت محدود است. یکـی از راهکارهـاي حـل ایـن مشـکل      تفاضلا

ي ترکیبی است که با افزایش فواصـل زمـانی   گیرانتگرالاستفاده از 

ــت آن    ــددي نشــده و دق ــدگی ع ــار پراکن ــبت دچ ــه نس روش ب
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هاي مختلف، ب) نمایش ا سرعتي زمین باهالف) مدل ساده چندلای :ي میدان موج با استفاده از روش ترکیبی اویلراهنمایش لحظ -2ل شک

ثانیه، (ج)  2/1ي میدان موج بعد از زمان اهمیلی ثانیه از انتشار موجک چشمه، (ب) نمایش لحظ 500ي میدان موج بعد از زمان اهلحظ

  ثانیه 5/1ي میدان موج بعد از زمان اهنمایش لحظ

  

 
  و روش ترکیبی اویلر روش تفاضلات محدودخطاي حاصل از برونیابی میدان موج به -3شکل 

  

تفاضلات محدود بیشـتر اسـت. در ایـن مطالعـه پـس از ارائـه       

اویلر  گیرانتگرالهاي مورد نیاز ریاضیاتی، روش ترکیبی استدلال

یابی میدان موج معرفی شد. همچنین نتایج حاصـل از  براي برون

روش ارائـه شـده بـا روش تفاضـلات     یابی میدان مـوج بـه  برون

دهنـده  یک آنالیز عددي مقایسه شـد کـه نشـان    محدود در قالب

برتري و دقت بـالاتر روش ترکیبـی اویلـر در مقایسـه بـا روش      
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 .تفاضلات محدود است

 

  نامهواژه

1. acoustic wave equation 
2. Cartesian coordinates 
3. recursive 
4. non-recursive 
5. ray tracing 
6. pulse distortion 

7. Poisson bracket  
8. formal solution 
9. non-commutative operator 

(Abelian)  
10. trivial solution 
11. Bessel function 

12. modified Chebyshev polynomials 
13. truncate 
14. central finite difference 
15. Ricker wavelet 
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