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 ـ درجـه  - ترکننـده  فشـار ( دوفازي هايجریان بر حاکم يهامعادله عددي حل تحقیق این در -چکیده  شـرایط  در و متخلخـل  محـیط  در) ترکننـده  باعاش

این ترکیب از مدل عددي بـراي اولـین    .است شده ارائه داخلی پنالتی ناپیوسته گالرکین و خطی نامنطبق محدود المان روش دو ترکیب از استفاده با همدمایی،

 نـامنطبق  محدود المان روش از استفاده با فشار معادله .دشومیتحقیق تلقی نوآوري این  عنوانبهرفته است و  کاربهي دوفازي هاجریان سازيمدلبار در زمینه 

 حـل  وزنی داخلی پنالتی ناپیوسته گالرکین يهاروش از استفاده با نیز اشباع درجه غالب انتقال معادله و ناپیوسته خطی راویارت - کروزیکس يهاالمان کمکبه

 ،هـا المـان  مشـترك  وجـوه  مرکـز  روي آزادي درجات استقرار دلیلهب ،تا شده موجب جریان معادلات حل رد نامطبق محدود المان روش از استفاده. ندشومی

 بـراي  و اسـت  شـده  اسـتفاده  ورودي مرزهـاي  در رابین نوع مرزي شرایط از سازيمدل این در. ندشو برخوردار تريمطلوب تطابق از سرعت و فشار مقادیر

 نرمـال  بـردار  پیوسـتگی  حفـظ  و نتـایج  وضـوح  بهبود منظوربه. است شده برده بهره متوالی هايحل تکنیک از حاکم، ههمبست يهامعادله زمانی سازيگسسته

 بـا  نیـز  زمـانی  گام هر پایان در. دشومی استفاده توماس - راویارت خطی يهاالمان کمک با H(div) فضاي نگاشت از ها،ناهمگنی و هاناپیوستگی در سرعت

 سـنجی صحت منظوربه همچنین. ندشومی حذف المان هر در اشباع درجه مقادیر غیرفیزیکی نوسانات شده، اصلاح جافر - چاونت شیب نندهمحدودک از استفاده

 .است شده پرداخته نمونه و بنجمارك هايمدل حل به ،هاو ناهمگنی سیال فاز دو تماس محل در ناگهانی هايشوك تسخیر در مدل کارایی بیان و

  

  

  .سرعت میدان نگاشت شیب، محدودکننده راویارت، -کروزیکس يهاالمان دوفازي، جریان نامنطبق، محدود المان روش :يدیکل يهاواژه

  

  

A Hybridized Crouziex-Raviart Nonconforming Finite Element and 
Discontinuous Galerkin Method for a Two-Phase Flow in the Porous Media 

 
M. Jamei1* and H. R. Ghafouri2 

 
1. Department of Mechanical Engineering, Shohadaye Hoveyzeh University of technology, Dashte-Azadegan, Iran. 

2. Department of Civil Engineering, Shahid Chamran University of Ahvaz, Ahvaz, Iran. 
 

   m.jamei@shhut.ac.ir : مسئول مکاتبات، پست الکترونیکی: *

 [
 D

O
I:

 1
0.

47
17

6/
jc

m
e.

38
.2

.6
66

1 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

22
87

69
8.

13
98

.3
8.

2.
7.

0 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 iu

tjo
ur

na
ls

.iu
t.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

20
 ]

 

                             1 / 22

http://dx.doi.org/10.47176/jcme.38.2.6661
https://dorl.net/dor/20.1001.1.22287698.1398.38.2.7.0
http://iutjournals.iut.ac.ir/jcme/article-1-753-fa.html


  1398 زمستان، 2، شمارة 38هاي عددي در مهندسی، سال روش  2

Abstract: In this study, we present a numerical solution for the two-phase incompressible flow in the porous media under 
isothermal condition using a hybrid of the linear lower-order nonconforming finite element and the interior penalty 
discontinuous Galerkin (DG) method. This hybridization is developed for the first time in the two-phase modeling and considered 
as the main novelty of this research.The pressure equation and convection dominant saturation equation are discretized using the 
nonconforming Crouziex-Raviart finite element (CR FEM) and the weighed interior penalty discontinuous Galerkin (SWIP) 
method, respectively. Utilizing the nonconforming finite element method for solving the flow equation made the pressure and 
velocity values be consistent with respect to the degrees of freedom arrangement at the midpoint of the neighboring element 
edges. The boundary condition governing the simulation is the Robin type at entrance boundaries, and the time marching 
discretization for the governing equations is the sequential solution scheme. An H (div) projection using Raviart-Thomas element 
is implemented to improve the results’ resolution and preserve the continuity of the normal component of the velocity field. At the 
end of each time step, the non-physical oscillation is omitted using a slope limiter, namely, modified Chavent-Jaffre limiter, in 
each element. Also, in this study, the developed algorithm is verified using some benchmark problems and the test cases are 
considered to demonstrate the efficiency of the developed model in capturing the shock front at the interface of fluid phases and 
discontinuities. 
 
Keywords: Nonconforming finite element method, Two-phase flow, Crouziex-Raviart element, Slope limiter, Velocity field. 

  

 

  مفهرست علائ

F   وجه مشترك دو المان مجاور 
rwS   باقیمانده در فاز ترکننده اشباع درجه 

wf   تابع کسر جریان 
Fw   متوسط عملگر وزنی ضرایب 

rnk   غیر ترکننده فاز نسبی نفوذپذیري 
Fp   متوسط هارمونیک ضرایب انتشار فشار 

rwk  ترکننده فاز نسبی نفوذپذیري 
Fs   متوسط هارمونیک ضرایب انتشار درجه اشباع 

K μ ذاتی نفوذپذیري تانسور    حفرات توزیع ضریب 

cP  مویینگی فشار 
αλ  α فاز پذیريتحرك 

dP   ورودي مویینگی فشار 
nλ   غیر ترکننده فاز پذیريتحرك 

dirP λw  دیریشله مرز در فشار    ترکننده فاز پذیريتحرك 

nP   فاز غیر ترکننده فشار 
nμ   ترکننده فاز غیر گرانروي 

wP  فاز ترکننده فشار 
wμ   ترکننده فاز گرانروي 

Tu  دارسی کل سرعت  
αρ   α فاز چگالی 

nq  ترکننده غیر فاز چاه -چشمه ترم    تخلخل 

wq  برداري ابییدرون تابع   ترکننده فاز چاه -چشمه ترم 

eS   مؤثر اشباع درجه 
F  مقدار پنالتی  

inS   متوسط  {} رابین مرز ورودي اشباع درجه 

rnS   پرش []  مانده در فاز غیر ترکنندهباقی اشباع درجه 

 
 

  مقدمه -1

 مهندسـی  علـوم  ابـزار  قدرتمندترین جزء ریاضی هايمدل امروزه

 توسـعه  بـا . ندشـو می محسوب فیزیکی هايپدیدهبینی پیش براي

 ریاضـی  سازيمدل از استفاده موج امروزه جهان، در رایانه صنعت

 پیشـرفت  لحـا  در سرعتبه قدرتمند عددي يهاروش فناوري و

 هايمحیط در چندفازي يهاجریان رفتار بررسی مورد در و است

ــز متخلخــل ــن از نی  عــددي بررســی. نیســت مســتثنی قاعــده ای

 اسـتخراج  مهندسـی  چـون  متعددي علوم در چندفازي يهاجریان

 زیسـتی،  سـیالات  مکانیـک  زیرزمینی، هايآب هیدرولوژي نفت،

 سازيمدل میان، این از. دارند یفراوان کاربرد... و هاآلاینده ردیابی
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 دارد فراوانـی  کـاربرد  نفـت  صنعت در دوفازي يهاجریان عددي

 مرحلـه  سـازي مـدل  به توانمی هاکاربرد این تریناهمیت پر از که

  .  کرد اشاره نفت استخراج صنعت در ثانویه احیاء

 سـرعت  فشـار،  شـامل  زمینه این در حاکم همبسته يهامعادله

 بـه  توجـه  بـا  آنهـا  عـددي  حـل  که هستند اشباع درجه و دارسی

 حاکم يهامعادله. است برخوردار خاصی اهمیت از مسئله فیزیک

. هسـتند  1تباهیده رفتار داراي و غالب - انتقال نوع از تحقیق این بر

 داراي یعمـوم طور به هامعادله این در سازيمدل از حاصل پاسخ

 نتـایج  بـه  رسـیدن . است تیز پیشانی اصطلاحبه و شدید نوسانات

 محاسـبات،  کم هزینه و زمان صرف عین در بالا وضوح با و دقیق

 مسـتلزم رسـیدن بـه آن    که بوده سازيمدل اصلی اهداف عمده از

 دو در. اسـت  محلی بقاي داراي قوي عددي يهاروش از استفاده

 بـا  متعـددي  محلـی  بقـاي  داراي عـددي  يهـا روش گذشته، دهه

 حــل بــراي ناگهــانی هــايشــوك انیپیشــ تســخیر بهبــود هــدف

 چنـین  در. انـد شده ارائه چندفازي هايمحیط بر حاکم يهامعادله

 سـزایی ب اهمیـت  از نتـایج  در سرعت و فشار میدان تطابق مسائلی

 نرمال بردار پیوستگی بابت از سرعت میدان دقت. است برخوردار

 بقـاي  رعایـت  و هـا المـان  مشترك وجوه تماس محل در سرعت

. اسـت  کننده تعیین بسیار اشباع درجه مقادیر تعیین در جرم محلی

 میـدان  تعیـین  در تـوجهی  قابـل  خطـاي  صورت،این غیر در زیرا

 در شـدید  غیرفیزیکی نوسانات آن، حاصل که دهدمی رخ سرعت

 يهـا معادله عددي هايحل. است 2ترکننده فاز اشباع درجه مقادیر

 ـ زمینه این در همبسته  ـ پایـه  بـر  ای  بقـاي  داراي واحـد  روش کی

 ـ و است 4ترکیبی محدود المان و 3ناپیوسته گالرکین مانند محلی  ای

 اصـطلاح بـه  که هستند عددي يهاروش ترکیب از استفاده پایه بر

 .گویند پیوندي يهاروش را آنها

 در ناپیوسـته  گالرکین داخلی پنالتی روش اخیر، هايسال در

 زیـرا . اسـت  گرفتـه  رارق توجه مورد بسیار هذلولوي مسائل حل

 قابلیـت  محلـی،  بقـاي  خاصـیت  بودن دارا به توجه با روش این

 و تثبیـت  يهاروش با سازگاري و بالا مرتبه تقریبات از استفاده

 مسـائل  حـل  در را مطلـوبی  نتـایج  سرعت، هايمیدان بازسازي

 منظـور بـه  روش این از استفاده اما. دهدمی دستبه غالب-انتقال

 يهـا جریـان  سازيمدل مانند همبسته، يهامعادله با مسائلی حل

 بـاوجود ) ترکننـده  اشـباع  درجه -ترکننده فشار معادله( دوفازي

 از زیـادي  نسـبت بـه  زمان صرف مستلزم مطلوب، نتایج حصول

  .  است زیاد آزادي درجات تعداد بابت

 ـ از پیونـدي  يهاروش از استفاده انگیزه اما  کـاهش  سـو کی

 نتـایج  بهبود جهت در دیگر سویی از و باتمحاس هزینه و زمان

 در. دشـو مـی  ارزیـابی  سـرعت  و فشـار  هايمیدان بهتر تطابق و

 محلی بقاي داراي يهاروش از متعددي ترکیبات اخیر هايسال

 محـدود،  هـاي حجـم  ترکیبـی،  محدود المان يهاروش همچون

 حـل  بـراي ... و ضـعیف  گالرکین روش ناپیوسته، گالرکین روش

 هـاي محـیط  در دوفـازي  يهـا جریـان  يهامعادله هايمفر انواع

  .است شده استفاده ناهمگن

محـیط  در را دوفـازي  يهـا جریان حل فیروزآبادي و هتیت

 المـان  روش دو ترکیـب  اسـتفاده  بـا  دار،شـکاف  متخلخـل  هاي

 ترتیببه داخلی پنالتی ناپیوسته گالرکین روش و ترکیبی محدود

 اشـباع  درجـه  معادلـه  حل و فشار يهامعادله همزمان حل براي

 مـدل  ارائـه  بـا  فوسـیچ  و میکیسـکا . ]1[دادنـد   قرار توجه مورد

 المان روش از استفاده با ناهمگن، محیط در فازي دو يهاجریان

 ـ را سـرعت  و فشار يهامعادله ،5پیوندي ترکیبی محدود  طـور هب

 بـا  اشـباع  درجه معادله حل در را آنها نتایج و کرده حل همزمان

  .]2[کردند  استفاده ناپیوسته گالرکین روش

 المـان  روش پیونـد  از بـار،  اولـین  بـراي  حاضـر  تحقیق در

ــدود ــامنطبق مح ــی ن ــروزیکس خط ــارت -ک ــراي راوی ــل ب  ح

 پنـالتی  روش و) دارسـی  سـرعت  و فشـار ( جریـان  يهـا معادله

 اسـتفاده  اشـباع  درجـه  معادله حل براي ناپیوسته گالرکین داخلی

 حــل در نــامنطبق محــدود المــان روش تــازگیبــه. اســت شــده

 و کسـول ما اسـتوکس،  معادله مانند دو مرتبه بیضوي يهامعادله

 زیـرا  اسـت،  گرفته قرار توجه مورد بسیار خطی الاستیک مسائل

 از اسـتفاده  سهولت همچون فرديهب منحصر خصوصیات داراي

 بـرداري  فضـاي  بـا  مناسـب  تطابق آویزان، هايگره H div و 

اسـت   همسـایه  المـان  دو مشترك وجه در پیوستگی قیود حذف

 المان عنوان تحت مثلثی غیرمنطبق يهاالمان نوع ترینساده. ]3[
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 کـه  دشـو مـی  شناخته راویارت -کروزیکس المان ای P1 نامنطبق

 ارائه استوکس يهامعادله حل براي توماس و کروزیکس توسط

 وجـوه  طـول  در پیوستگی قید از هاالمان این در. ]3[است  شده

 حـل  در روش این. دشومی نظرصرف المان مرکز در جزبه المان

بـه  نسـبت  بیشتري اقبال از بهتر، پایداري دلیلبه بیضوي مسائل

  .  ]4[است  برخوردار سنتی محدود المان يهاروش

 سـطح  بیضـوي  مسـائل  حل زمینه در همکاران و واك -کی

 از ،6ارتماســی نــامنطبق محــدود المــان روش کمــک بــا تمــاس

 ضلعی چهار المان و راویارت -کروزیکس ضلعی سه يهاالمان

 تثبیـت  تکنیک کی از هان لامیچ. ]5[ بردند بهره تورك -راناچر

 الاسـتیک  معادله حل براي راویارت -کروزیکس يهاالمان براي

 لاسـتیک ا مـواد  جـنس  تحقیـق  این در. ]6[کردند  استفاده خطی

 از استفاده با وانگ و شی. شد فرض ایزوتروپ و همگن خطی،

 حل به خطی راویارت -کروزیکس نامنطبق محدود المان روش

 غیرایزوتـروپ  شـبکه  از اسـتفاده  بـا  اسـتوکس  ناویر يهامعادله

 ترکیبـی  مـدل  کی ـ همکـاران  و ونسی ـ همچنین. ]7[پرداختند 

 گالرکین نامنطبق، محدود المان يهاروش از متشکل غیرتکراري

 سـازي مـدل  منظـور بـه  را 7شـار  ايچندنقطـه  تقریب و ناپیوسته

کردنـد   ارائه مثلثی سامانبی شبکه در شده رانده شناوري جریان

 ـ واك -کی و جو. ]8[  محـیط  دوفـازي  يهـا جریـان  مـدل  کی

 المــان يهــاروش ترکیــب از اســتفاده بــا را متخلخــل نــاهمگن

 ترتیـب بـه  محـدود  هايحجم روش و ارتماسی نامنطبق محدود

 ایـن  براي آنها. کردند ارائه اشباع درجه و فشار معادله حل براي

 اشـباع  درجـه  -ضمنی فشار زمانی سازيگسسته روش از منظور

  .  ]9[بردند  بهره افتهیساختار المان و) IMPES( 8صریح

 عـددي  حـل  شـده،  ذکـر  کـه  طـور همان حاضر پژوهش در

 اشـباع  درجـه  -ترکننـده  فشـار  دوفـازي  يهـا جریان يهامعادله

w( ترکننده wP S (ییهمـدما  شـرایط  در و متخلخـل  محیط در 

 -کروزیکس نامنطبق محدود المان روش دو ترکیب از استفاده با

 شـده  ارائـه  متقـارن  داخلـی  پنالتی ناپیوسته گالرکین و راویارت

 نـامنطبق  محـدود  المـان  روش از اسـتفاده  بـا  فشار معادله. است

 –انتقـال  عادلهم و خطی راویارت -کروزیکس يهاالمان کمکبه

 ناپیوسـته  گالرکین يهاروش از استفاده با نیز اشباع درجه غالب

 سـازي گسسـته  شده مقیاس پنالتی تکنیک و وزنی داخلی پنالتی

 شـیب  محدودکننـده  از هـم  زمـانی  گـام  هـر  پایان در. ندشومی

 احتمـالی  نوسـانات  حـذف  بـراي  شـده  اصـلاح  جافر -چاونت

 شـده،  تهیـه  مـدل  در .دوش ـمـی  اسـتفاده  اشـباع  درجـه  مقـادیر 

متـوالی   حـل  هـاي تکنیک از استفاده با حاکم همبسته يهامعادله

 زمینـه  در حاضـر  تحقیـق  کـاربرد  عمـده . ندشومی حل 9ضمنی

 همچنـین  و نفت مخازن از خام نفت ثانویه استخراج سازيمدل

 ایـن  در اصـلی  آورينـو . اسـت  ناپذیرامتزاج هايآلاینده ردیابی

 نامنطبق يهاالمان کاربرد و عددي ترکیب این از هاستفاد تحقیق

 سـازي مدل منظوربه بار اولین براي راویارت -کروزیکس خطی

 در. اسـت  غالـب  -انتقـال  يهامعادله رفتار با هاییپدیده عددي

 معادلـه  حـل  در کننـده تثبیـت  هايتکنیک از استفاده با مدل این

 کیفیـت  با سرعتی انمید محدود، المان نامطبق فضاي در جریان

 شـده  تولیـد  اشـباع  درجـه  معادله حل براي نوسانکم و مطلوب

 ]10[ شـده  انجـام  مطالعات تکمیل راستاي در تحقیق این .است

  .است

 بـر  حـاکم  ریاضی مبانی و هامعادله مقاله، این دوم بخش در

 در همچنـین . ندشـو مـی  بیـان  مشروح طورهب عددي سازيمدل

 تهیه مدل توانمندي و کاربرد بیان و سنجیصحت به سوم بخش

 دوفـاز  تمـاس  محـل  از ناشـی  تیز پیشانی تسخیر زمینه در شده

 پایـانی  بخـش  در و دشـو مـی  پرداختـه  کننـده تر غیـر  و ترکننده

  .دشومی بیان گیرينتیجه

  

   عددي حل و حاکم يهامعادله بررسی -2

  مسئله فیزیک بر حاکم يهامعادله -2-1

 فشـار،  معادلـه  شـامل  دوفـازي  يهـا جریان بر حاکم يهامعادله

 هـاي فـرم  داراي که هستند اشباع درجه معادله و دارسی سرعت

 تکنیـک  و روش نـوع  بـه  منـوط  آن انتخـاب  و هسـتند  متنوعی

معادلـه  زمینه در پرکاربرد هايفرم از. است استفاده مورد عددي

 فـاز  فشـار  فرمولاسـیون  بـه  تـوان مـی  دوفازي، يهاجریان يها

w( ترکننده فاز اشباع درجه -ترکننده wS P (در کـه  کـرد  اشاره 
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 يهـا جریـان  يهـا معادلـه . اسـت  شده استفاده آن از تحقیق این

 بـا  دارسـی  قـانون  و فـاز  هر بقاي يهامعادله ترکیب از دوفازي

 فـرم  در فشار معادله. آیدمی دستبه ثقل شتاب راث از نظرصرف

  :]11[از  است عبارت کلی

)1(   t w n. q q  u


 

  :از است عبارت و است کل سرعت tu آن در که

)2(  '
t t w n c wKλ P Kλ P S .     u

 
  

 ترکننـده  فـاز  فشـار  رابطه ،)1( رابطه در) 2( رابطه جایگذاري با

  :از ستا عبارت

)3(     '
t w n c w w n. Kλ P . Kλ P S q q .     

   
  

 دلـه معا دو از دوفـازي  يهاجریان بر حاکم يهارابطه حل براي

  :دشومی استفاده مویینگی فشار و اشباع درجه تعادل

)4(  w nS S ,  1  

)5(  w nS S ,  1  

)6(  w
t w n t w n w

t

λ
λ λ λ ,      ,     f .

λ
    u u u  

 عنــوان تحــت تیــبتربــه nu و t، wu هــايپــارامتر کــه

 غیرکننده فاز در سرعت و ترکننده فاز در سرعت کل، پذیريتحرك

 فـاز  بـراي  جـرم  بقاي معادله بازنویسی با همچنین. ندشومی معرفی

  :دشومی استخراج ذیل فرم به اشباع درجه معادله ترکننده،

     w '
c w n t w w w t

rw w rn

S
. K P /   S q . f ,

t
S S S


       


  

u

1

  

  

)7(  

  .دشومی معرفی 10جریان کسر تابع wf )7رابطه ( در که

 مـویینگی،  فشـار  و نسبی نفوذپذیري توابع توصیف منظوربه

 شـده  اسـتفاده  گنخـتن  وان و کـري  -بروکس غیرخطی توابع از

  :کري و بروکس روابط در. ]12[است 

)8(   rw e ek S S ,     

 



2 3

  

)9(     rn e e ek S S S ,   / ,

 


 
      
 
 
 

2 3
2

1 1 0 2 4  

)10(   c e d eP S P S .





1

  

 در همچنـین . اسـت  خـاك  ذرات توزیـع  ضـریب   آن در که

  : نیز گنختون وان ابطور

)11(   

m

m
rw e e ek S S S ,

  
      
   

2
1

1 1  

)12(      m
rn e e ek S S S .


 
   
 
 

2
1

1 1 

( هستند تجربی ثابت ضرایب و  γ،  m  آنها در که
1

2
و 

1

3
 (

  :]14[د شومی تعریف ذیل صورتبه مؤثر اشباع درجه همچنین. ]13[

)13(  w rw
e e

rw rn

S S
S ,    S

S S


  
 

0 1
1

  

ر نفوذناپـذی  مـرز  و خروجـی  ورودي، بخـش  سـه  به مرزي شرایط

)in out N    (بخش طوري کهبه ندشومی تقسیم مرز روي 

 نماد با Ωز مر ورودي in t Fx : u .n   0  خروجیو 

 بــا out t Fx : u .n   0 بــراي. ]14[د شــومــی معرفــی 

 دیریشـله  مرزي شرط خروجی و ورودي هايبخش در فشار معادله

 درجـه  معادلـه  ورودي مـرز  در نیز رابین مرزي شرط و است حاکم

    :است حاکم هامرز سایر در نیز نیومن شرط. دشومی استفاده اشباع

w dir

'
w t c w n t w F in t F in

P P ,  

(S K P / S ). S .    on  ,



      u n u n
  

)14(  

 '
w dir c w n t w F outP P     K P / S .      on  ,,      n 0


  

)15(  

)16(
  

 

 
t w F

'
c w n t w F N

K P . ,   

K P / S .     on   ,

  

     

n

n

0

0



  

)17(   w initialS , S .0  

و  Ω∂ مـرز  از خروجـی  عمودي بردار Fn فوق، روابط در که

initialS که است ذکربه لازم. دشومی معرفی اولیه اشباع درجه 

 مخـازن  سازيمدل مسائل در رابین مرزي شرط فیزیکی مفهوم

 تمـاس  محل در مویینگی فشار گرادیان اثر گرفتن درنظر نفت،

ــا ــاه ب ــق چ ــیال تزری ــده، س ــمت در ترکنن ــرز ورودي قس  م
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 بر هر وجه عمودهاي و بردار هاالماننمایش هندسی سطوح تماس بین  -1شکل 

  

)in R   (و inS رابـین  مرزي طشر در ورودي اشباع درجه 

  .است

  

  سازيمدل در نیاز پیش مبانی -2-2

 معرفـی  Ω بـا  آن بیرونـی  هـاي مـرز  و Ω نماد با مسئله دامنه

.ندشومی 
h

h i N
T، مـنظم  مثلثـی  چندوجهی دامنه زیر کی 

 ردT  المــان h N از متشــکل و اســت Ω دامنــه در ســازگار و

 هـر  مقطع سطح T همچنین. است مثلثی المان دوبعدي فضاي

 المـان  وجـه  هـر  انـدازه  F و hT مثلثی يهاالمان از کی

hF بـین  داخلـی  مشترك وجوه مجموعه. ندشومی تعریف 

T همسایه المان دو T     بـا نمـادi
h وجـوه  مجموعـه  و 

Tمرزي   مـرز  بر منطبق in out N       بـا  نیـز 

b
h ــایش ــی داده نم ــوم ــه. ندش ــل مجموع ــوه ک ــز وج ــا نی  ب

i b
h h h    دشومی داده نمایش .Fn بر واحد نرمال ردارب 

د شـو می تعریف T به Tالمان از آن جهت که است Fه وج

  . دهدمی نمایش را هامرز و وجوه انواع تعاریف )1شکل (. ]15[

 
p

d i
r h h h T r h h

F

V L | T T : | P ; F F ,
 
 

            
  


2 0

 حـل  منظوربه غیرمنطبق محدود المان 11هیلبرت گسسته زیرفضاي

ــه ــار معادل و فش  s

d
r h h h T rV L  |  T T : | P       2 

 يهاروش در هیلبرت گسسته فضاي از محدود المان فضاي زیر

. دشـو می تعریف اشباع درجه عادلهم حل براي ناپیوسته گالرکین

d
r حـداکثر  مرتبـه  بـا  تقریب درجات جموعهم r   اسـت

]15[.  

Fhر پارامت T F ه قطر وجF      اسـت کـه برابـر نسـبت

ن اگر قطـر  ی. همچن]16و  15[است مساحت المان بر طول وجه 

ا درشـت بـودن   ی ـز ی ـش رینمـا  يده شود، براینام Thهر المان 

ه از پـارامتر انـدازه شـبک    هـا المانشبکه  
h

T T T
h max h

 
 

 hدر دامنـه   هـا المان Thنه قطر یشید که برابر بشومیاستفاده 

  خواهد بود.

ره محاط شده توسط هـر المـان   ی) به قطر داThقطر المان (

 نقطه کی در مقدار مبناي بر متوسط و پرش مفاهیمدلالت دارد. 

T( همسایه المان دو از مشترك  ,T (، مشـترك  وجـه  باF  بـا 

  :ندشومی معرفی ذیل روابط از استفاده

)18(      iF F
F F h

| |
| |  ,   , F F

 
   

      
2

  

 متوسـط  و پرش هايعملگر آنگاه باشد برداري تابعی  هرگاه

  :از عبارتند

)19(     F F F F F| .  | . . | | ,           n n n
    

  

)20(    iF F
h

| |
,         F F .

  
  

2

 


  

 المـان  از خـارج  سـمت بـه  Fn عمـود  بـردار  پـرش،  عبارت در

  بـرداري  و اسـکالر  تـابع  متوسـط  و پـرش  .است Tجاري
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 راویارت -نحوه آرایش درجات آزادي المان کروزیکس -2ل شک

  

b خـارجی  مرزي وجوه روي
hF F ـ   از عبارتنـد  ترتیـب بـه  زنی

]15[:  

)21(      b
F F h| ,        | ,       F F         

)22(      b
F F F h. | ,         | ,       F F .       n  

 تقریـب  هايهتحقیق درج این در pr   و 1 sr   ترتیـب بـه  1

فضاي راویارت توماس  اشباع فاز ترکننده و فشار و يهامعادلهدر 

 توابـع  اسـتفاده شـده اسـت.    دارسی براي معادله RT0مرتبه پایین 

 صــورتبــه اشــباع درجــه و شــارف يهــامعادلــه آزمــون

     
p sr h r h, z     حـل  منظـور به .ندشومی تعریف 

 روش از تحقیـق  ایـن  در دوفـازي  يهاجریان بر حاکم يهامعادله

 د،شـو مـی  استفاده حاکم يهامعادله غیرهمبسته ضمنی متوالی حل

 فشـار  مشتق و پذیريتحرك غیرخطی هايپارامتر در طوري کهبه

n ضرایب( گیمویین
w ،

n
n و'n

cP( درجـه  قبلـی  زمـان  گام از 

nر فشا میدان و دشومی استفاده اشباع
wP 1 ـ زمانی سطح در  د جدی

nt 1 اول مرتبـه  ضمنی روش از استفاده علتبه. دشومی محاسبه 

 بـوده  برقرار همواره پایداري ،هامعادله زمانی سازيگسسته در اولر

  .است کم زمانی هايگام اندازه به نسبت حساسیت و

  

  فشار معادله سازيگسسته -2-3

 محـدود  المـان  روش از اسـتفاده  بـا  فشـار  معادله سازيگسسته

 در زیادي هايپیشرفت تازگیبه. گیردمی انجام ناپیوسته نامنطبق

شده  سبب که است شده حاصل نامنطبق يهاالمان ساختار زمینه

 محلـی  بقـاي  داراي يهـا روش برخـی  بـا  را مناسـبی  سازگاري

 درجـات  ،هاالمان این در. باشند داشته ناپیوسته گالرکین همچون

 المـان  رئـوس  روي کـه  لاگرانـژي  يهـا المـان  خلاف بر آزادي

  .ندشومی مستقر المان وهوج بر ند،شومی تعریف

 نـوع  تـرین شـده  شـناخته  شـد،  بیان مقدمه در که طورهمان

 نامنطبق المان منطبق،غیر محدود المان روش در مثلثی يهاالمان

P1 با که است راویارت -کروزیکس المان ای )
pr h, (معرفی 

 ارائـه  تومـاس  و کـروزیکس  توسط بار یناول المان این. دشومی

 استوکس معادله خصوصبه فیزیک، مسائل حل در و است شده

 قیـد  از هـا المـان  ایـن  در طـور کلـی  به. ]3[دارند  فراوان کاربرد

 نظـر صـرف  المـان  مرکز در جزبه المان وجوه طول در پیوستگی

 المان يهاروشبه نسبت بهتر پایداري دلیلبه روش این. دشومی

اسـت   شـده  برخـوردار  چشمگیري استقبال از کلاسیک محدود

 محل راههمبه را راویارت -کروزیکس يهاالمان) 2(شکل . ]4[

 .دهدمی نشان آن آزادي درجات استقرار

 در هـا المـان  بـین  مشترك وجوه تعداد هرگاه )،2( شکل در

ــاي ــان زیرفض ــدود الم ــامنطبق مح ــه ن ــار معادل ( فش
pr
 (ــا  ب

i
i hNE  بـا  را مـرزي  وجـوه  تعداد و b

B hNE   نمـایش 

i آنگـاه  دهـیم،  BNE NE NE   در را وجـوه  کلیـه h Ω 

 يهـا المـان  تمـامی  ازايبـه . دهـد مـی  ي نامنطبق نمایشهاالمان

 [
 D

O
I:

 1
0.

47
17

6/
jc

m
e.

38
.2

.6
66

1 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

22
87

69
8.

13
98

.3
8.

2.
7.

0 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 iu

tjo
ur

na
ls

.iu
t.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

20
 ]

 

                             7 / 22

http://dx.doi.org/10.47176/jcme.38.2.6661
https://dorl.net/dor/20.1001.1.22287698.1398.38.2.7.0
http://iutjournals.iut.ac.ir/jcme/article-1-753-fa.html


  1398 زمستان، 2، شمارة 38هاي عددي در مهندسی، سال روش  8

hT، محــدود نــامنطبق المــان محلــی فضــاي )
pr
 (بــراي 

  :]9[د شومی تعریف ذیل صورتبه فشار معادله

)23(    
pr

V Span  , x, y ,   T CR   1 

 گونـه  دو به آزادي درجات طور عمومیبه نامنطبق يهاالمان در

 ارکـی آنکـه مقـد   ی. گیرندمی قرار توجه مورد المان وجوه روي

 وجه هر مرکز در تابع h im است که در آزادي درجه بیانگر 

 تـا ) 24( بطوار مطابق آن مشتقات و آزمون توابع از صورت این

  :دشومی استفاده) 27(

)42(  i
i i i i

x y

x y

x yA
 ,   , ,

x yA

x y

x y

        

2 2

3 3

1 1

2 2

3 3

1

1

1
1 2 0

1

1

1

 

)25(  ,  , ,             1 1 2 2 3 1 21 2 1 2 1  

)26(  i F h h

F
    T , F

T
   n


   

)27(   
p

i

j ij  j r h

F

, i, j , ,    ,     V T
F
     

1
1 2 3  

 درجـه  مقـدار  هک ـآن دلتاي کرونکر اسـت. دیگـر   ij ن که در آ

ــا آزادي ــتفاده ب ــرال متوســط از اس ــريانتگ ــر روي گی ــه ه  وج

F
hF ds1 آن در که آیدمی دستبه F اسـت  وجه اندازه. 

 مرتبه يهاالمان از استفاده با خطی تقریب در است تذکر به لازم

 در فشـار  تخمـین  تـابع  مقـادیر  راویارت، -کروزیکس P1پایین 

 المان وجه مرکز در مستقر آزادي درجات محل h im  برابـر 

w( وجه آن روي فشار گیريانتگرال متوسط
F

F P ds1 (است 

دلیل استفاده از درجه تقریب خطـی از ایـن   که در این تحقیق به

 چرخشــی يهــاالمــان در چنــد د. هــرشــومــیقاعــده پیــروي 

    .]4[د بو نخواهد صادق فوق مسئله چهارضلعی

ــهدر  ــار معادلـ ــده، فشـ ــاز ترکننـ ــرم فـ ــبه تـ ــال شـ  انتقـ

 '
n c w. K P S   بایـد  نیز پخش ترم و دارد معلوم مقداري 

    صورت زیر تعریف شودبه

 

w w w hF

t w t w t w hF

P ,    P P                                         on  F

K P ,   (K P ) K P     on   F  

 



     

           

0

0





  

)28(  

)29(  w w

F F

P ds P ds.
F F

 

 
1 1

  

 يهـا ر شـوك یمنظـور بهبـود عملکـرد تسـخ    ن پژوهش بـه یدر ا

 يهـا معادلـه  یدگی ـت تباهیها و خاصیاز ناهمگن یشنا یناگهان

پـرش و متوسـط از    یعموم يهااستفاده از عملگر يجاهحاکم ب

استفاده  یمکان يسازگسسته يهامعادلهدر  یعملگر متوسط وزن

سـطح تمـاس    يکـه رو  هر تابع اسکالر مانند  يد. براشومی

iمشترك 
hF  ـیدو المان همسـا  ف ی ـصـورت همـوار تعر  هه ب

 ـ Fوجـه  يرو یمتوسط وزن د،شومی ف ی ـل تعری ـصـورت ذ هب

  :]16و  15[ دشومی

)30(    F Fw F F
w . | w . | 

       

که در آن 
F F F

w w ,  w    1  ـن يتوابع بردار يو برا 0 ز ی

عملگـر   یسادگهتوان بیرهمگن میغ يهاطیصادق است. در مح

هـر   ياست را برا یذات يریکه تابع تانسور نفوذپذ یمتوسط وزن

FTالمان  | دست آوردهب:  

T ,F T ,F

F F
T ,F T ,F T ,F T ,F

k k
w , w ,  F T T

k k k k

 

 

   

     
 

  

)31(  

Tکه در آن (
F FT ,F

k 
 n K nیذات ـ يریلفه نرمال نفوذپـذ ؤ) م 

همگـن مـورد    يهـا طیکـه مح ـ  يدر موارد یعیطبطور بهاست. 

 ـ   یبررس نـوع اسـتاندارد آن    متوسـط بـه   یهسـتند، عملگـر وزن

F F
w w /  0   :]17[ دشومیل یتبد 5

)32(   
 

iF F
h

b
F h

| |
            F F ,

|            F F

 



 
  

   
2 

 اگر 
pr h  فضاي در ابییدرون عتاب همان ای آزمون تابع 

 مـرزي  شـرایط  تحمیـل  و باشـد  پیوستهنا نامنطبق محدود مانال

 شود، اعمال پنالتی تخصیص ضعیف روش از استفاده با دیریشله

 معادله فشار عبارت یمکان يسازگسسته عبارت نهایی فرم آنگاه

  :ازست ا
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 نحوه تبدیل المان محدود کلاسیک به المان گالرکین ناپیوسته -3شکل 
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pw r ha P , v L v ,         v .     
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{K S P . } ds

{K S . } P ds

F
P ds.
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F F

n
t w F dir

F F

F. Fp dir
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w n

T T T

L v K P S . dT 

(K P S ) . ds 

(K S . )P ds

F
P ds

Mean T , T
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)36(
    iF F

F F F F h
F F

b
F F h

D D
,     min D ,D ,   ,      F F

D D

D .             F F

 
 

 



    


  

2
2

  

منظور به و استب انتشار یضرا کیمتوسط هارمون F آن در که

از  یناش ـ یت مدل نسبت به انتخاب پـارامتر پنـالت  یل حساسیتقل

 يسازت گسستهیشله و تثبیرید يف شراط مرزیفرم ضعل یتحم

 کار رفته اسـت. هها بیخصوص در ناهمگنهمعادله فشار ب یمکان

Fpمعادلـه فشـار بـا     يب در هـر وجـه بـرا   ین ضریا tD K  

  .ندشومیش داده ینما

 شـبه  تـرم  سـازي گسسـته  پایـداري  افزایش علتبه همچنین

 انتقال '
n c w. K P S  

 
 فـرم  از هاالمان بین مرزي وجوه در 

i داخلــی وجــوه بــراي عبــارت ایــن بادســوي
hF اســتفاده 

  :دشومی

 
 

'
n c w t F'

n c w '
n c w t F

F T T ,

 (K P S ) :       u .
(K P S )  

 (K P S ) :       u .

 






   
   

   
  

n

n

0

0







  

)37(  

  

  ترکننده فاز اشباع درجه معادله سازيگسسته -2-4

 علـت به عاشبا درجه غالب -انتقال معادله سازيگسسته منظوربه

 متقـارن  داخلـی  پنـالتی  روش از یعملگر متوسط وزن از استفاده

 کـه  اسـت  رذکبه لازم. ]18[است  شده استفاده SWIP(12( وزنی

F( پنالتی مقدار ازايبه 0 (عنـوان  تحت داخلی پنالتی روش 

 نحـوه  )3( شـکل . دشومی معرفی 31بابوشکا -باومن -ادن روش

 محــدود المــان بــه را کلاســیک محــدود المــان ســازيگسســته

 گـر ا. دهـد می نشان) ناپیوسته گالرکین( ناپیوسته 
sr hz  

 اشـباع  درجه معادله ناپیوسته ابییدرون تابع همان یا آزمون تابع

 گـالرکین ناپیوسـته   روش بـا  اشـباع  درجـه  معادلـه  آنگـاه  باشد،

  :دشومی معرفی زیر دوخطی تغییري فرم صورتبه

)38(       
s

w
w r h

S
, z a S , z L z ,         z ,
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  :است لاو مرتبه اویلر روشبه زمانی مشتق ترم آن در که
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)42( 

 تـابع  انتقـال  تـرم  سازيگسسته پایداري افزایش دلیلبه همچنین

 جریان کسر w t. f u فـرم  از هـا المـان  بـین  مرزي وجوه در 

i داخلــی وجــوه بــراي عبــارت ایــن ادســويب
hF اســتفاده 

  :دشومی

 
 

w t F
w w

w t F

f :        .
  F T T ,  f : f

f :        .


  



 
      



u n

u n

0

0
  

)43( 

F انتشـار در معادلـه درجـه اشـباع     ضرایب کیتوسط هارمونم 

)'
Fs c w n tD P /   ( ت مقــدار یمنظــور کــاهش حساســبــه

ذکـر  لازم بـه  است.افته به معادله درجه اشباع ی اختصاص یپنالت

د تـا دامنـه   شـو مـی هاي مقیاس شـده سـبب   است تکنیک پنالتی

انتخاب مقادیر پنالتی از حساسیت بسیار کمتري برخوردار شـود  

ازاي مقادیر پایین آن نیز پایداري حفـظ شـود. امـا در    و حتی به

 ادیر پنـالتی ازاي دامنه مق ـهاي ناهمگن، بهحل مسائل در محیط

)F    .]18[د شومینتایج قابل قبولی حاصل  )50-100

  

  RT0 پایین مرتبه فضاي در سرعت میدان بازسازي -2-5

 يهـا معادلـه ط متخلخـل بـا   یمحمسائل انتقال در  سازيمدلدر 

و  یمحل ـ يوسته کـه بتوانـد بقـا   یپ یدان سرعتین مییهمبسته، تع

 کنـد ن یبـردار نرمـال شـار را در دامنـه مسـئله تضـم       یوسـتگ یپ

 یاســـت. از طرفـــبرخـــوردار  یت خاصـــیـــهمـــواره، از اهم

 یـا و  یهمبسته با روش حل متوال يهامعادلهحل  يهاياستراتژ

گیري مانند مشتق یمحل يت بقایفاقد خاص يهاروشاستفاده از 

مرسـوم اسـت   عددي از میدان فشار که در المان محدود سـنتی  

منجر بـه ناپیوسـتگی میـدان سـرعت ناپیوسـته و از بـین رفـتن        

د تـا  شـو مـی ن امـر موجـب   یاد. شومیخاصیت بقاي محلی آن 

از  یک ـیجـاد شـود.   یدر حل معادله انتقال ا یکیزیرفینوسانات غ

tدان سـرعت  یم يایاح يهاروش u   ي، نگاشـت و بازسـاز 

 يبــردار يهــادان ســرعت در فضــایــم divH يماننــد فضــا 

-ارتی ـراو يهـا فضـا . ]19[ اسـت ) RT( 41توماس -ارتویرا

ن و ییتوماس مرتبه پا divH  ـیخصوصبا  فـرد،  هات منحصر ب

  .]21و  20[ ندشومیف یر تعریصورت زب بهیترتبه
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t t K h

t t t

F

H div, : | RT K

u , u : u a bx,u c by
RT K

, a,b,c,d R

H div, L ; . L ,  .n |

     

      
  

  
            

u u

u

0

1 2 1 2

0

2
2 2 0

   

 

)44(  

 يبردار يدر روش نگاشت در فضا divH،  ر یبا استفاده از مقـاد

دان فشار یم یخطمرتبه  یبیتقر 
p

n
w r hP V 1     و درجـه اشـباع

 
s

n
w r hS   ــ ــوان میم ــت ــدان ســرعت جدی  يد را در فضــای

 - راویـارت  فضـاي  درن پردازش کرد. ییتوماس مرتبه پا –ارتیراو

) 4( شـکل قسـمت سـمت راسـت     مطـابق  ،)RT0( مرتبـه  توماس
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 المان مرجعنگاشت المان مثلثی از المان فیزیکی به  -4شکل 

  

ثابت خواهد بود  ياز هر وجه مقدار يعبور شار آزادي درجات

)n n
t t Fq u .n 1 ) و 1 t hq RT 0  ــه را  يرو ــر وجــ   هــ

 ذیـل  صورتبه و دست آوردهب )45(توان با استفاده از رابطه یم

  :داد بسط

)45(   n n
t t F

T
d

q . ,
F

 




 u n1 1

1

1
1  

 

 p

n n ' n
t t w w F n c w F

F

n '
F. F w

q ( {K P } .n K  P S .

F
P  ds,

Mean T , T


 



 

       

  
 

 n1 1

1
  

)46(    

)47(  
n i

n ' w h
w n b

w dir h D

P     F F ,                    
P   ,

P P     F F   on   






          

1
1

1
  

)48(  n
t Nq     on    1 0  

 مشـترك  وجـوه  در پیوسـته  نرمال لفهؤم با سرعت میدان تقریب

 و آزادي درجـات  خطـی  ترکیـب  از استفاده با hF هاالمان

 گوسـی  نقـاط  رد جایگـذاري  منظـور به يربردا ابییدرون توابع

  :از ستا عبارت اشباع درجه معادله

)49(  n n
t t,i F,i

i

q . . 



 u
3

1 1

1


 

ن ییتوماس مرتبه پـا  -ارتیراو يدر فضا يبردار یابیتابع درون

RT04 د (شکلشومیف یر تعریصورت ز، به:(  

)50(   F P

F
,

T
  X X

2


 

Fتـابع . اسـت  P گـره  بـه  مقابل سأر مختصات PXکه


 بایـد  

ــی Fت خاصـ F F F,FΨ | .   n


ــا را  ــد ارضـ ــه کننـ  آن در کـ

F , ,  1 2 3، Fn وجــه عمــودي بــردار F و F,F دلتــاي 

  .است کرونکر

 ـتوابع دروننگاشت  يبرا و مشـتقات آنهـا در    يبـردار  یابی

 يتئوراز  )4( توان مطابق شکلیز میتوماس ن -ارتیراو يفضا

ع مرج ـات المـان  یاستفاده کرد کـه در آن خصوص ـ  51ولایانتقال پ

 T̂ ی ک ـیزیبه المان ف T  ـانتقـال پ  در ابـد. ییانتقـال م ـ  ولا ی

 یمحاسـبات  يهاندایه فریهمانند نگاشت توابع اسکالر لاگرانژ، کل

ولا یکه تابع انتقال پي طورهرد بیگیالمان مرجع انجام م يبر مبنا

)pF عمل نگاشت را از المان (T̂  بهT يدهـد. بـرا  یانجام م ـ 

لفـه ؤاز م يبـردار  يان توابع و مشتقات المان مرجـع در فضـا  یب

i یمختصات سطح يها :     :استفاده شده است 13

)51(     
   p

x x x x x x
F :

y y y y y y
       
       

1 2 1 2 3 1 3

1 2 1 2 3 1 3
  

)52(   p p
xF : R R ,    F x Bx b,         b ,yˆ    
  

2 2 1
1

  

)53(   T T T T
x x x x     , dety y y y
       

B J J J2 1 3 1
2 1 3 1

  

 x, y, i :X 1 نــان یدترم TJو  یکــیزیختصــات المــان فم 3

 یابیتابع درون يولا برایانتقال پ يتئور هستند. یس جاکوبیماتر

Q يبردار T ست از:ا در المان مرجع عبارت  

)54(         T
T

q q X P q X : J q X
J

ˆˆ .ˆ  
1

  

ــراي ــع ب ــدرون تواب ــهم ابیی ــال ؤلف ــرعت روي نرم ــوه س  وج

Qالمان F:  

)55(        F
T

T F

lˆ ˆ ˆQ Q X P Q X : J Q
ˆ

J l
X̂
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 ي مثلثیهاالمانجافر اصلاح شده در  -عملکرد محدودکننده شیب چاونت -5شکل 

  

Flو Fl̂ اسـت  مرجع المان و فیزیکی المان در وجه طول ترتیببه .

X̂ ،q̂  وQ̂ هستند.قبل از نگاشت  یابیدرو يبردار يفضاها  

  

  نتایج غیرفیزیکی نوسانات حذف و تثبیت -2-6

از حل معادلـه درجـه    یناش یکیزیرفیمنظور حذف نوسانات غبه

 محـور  -گـره  کننـده محـدود نـام  هکننده ب ـک محدودیاشباع، از 

 محدودکننـده  ایـن  .دشـو می استفاده شده اصلاح جافر -چاونت

 از هـا، محدودکننـده  سـایر  بـه  نسـبت  بودن گرانبا وجود  شیب

. اسـت  خـوردار بـر  غیرفیزیکـی  نوسانات حذف در بالایی دقت

 يهـا منطبق بـر اصـل حـذف اکسـترمم     کنندهمحدود این فلسفه

) w,iSر درجه اشباع قبـل ( یاختلاف مقاد کردن حداقل و یمحل

 ـا ياسـت. بـرا  شدن  از محدود )w,iSو بعد ( ن منظـور طبـق   ی

المـان   یمحل ـ يد تا هـم بقـا  شومیاستفاده  يودیاز ق )5(شکل 

کنـد   يریجلـوگ  یمحل ـ يهـا جاد اکسترممیحفظ شود و هم از ا

سازي تابع هدف در محدودکننده شـیب، از  منظور کمینهبه. ]22[

 هـر  در سازي مربعات خطی اسـتفاده شـده اسـت.   روش حداقل

 i ماننـد  گره هر کنندهاحاطه يهاالمان مجموعه ،hT نالما

 نماد با h hT | i   T  T دشـو مـی  معرفی .،  تعـداد 

i,m و المــان هــر رئــوس  وجــه مرکــز i عملگــر. اســت 

 صورتبه شیب، محدودکننده w wS S  دشـو مـی  تعریف .

 w,min,iS کمینـه  و w,max,iS بیشینه ،T، w,AveS المان هر در

 از قبـل  TT مجموعـه  در i گره هکنند احاطه يهاالمان متوسط

  :]23و  1[ند شومی تعریف زیر صورتبه محدودشدگی فرایند

)56(  
TN

w,Ave w,i w,i
T iT

S S S
T N



  
1

1 1
  

)57(   w,min,i w,Ave hS min S T ,   

)58(   w,max,i w,Ave hS max S T ,   

)59(  
TN

w,i w,i T

i

min S S ,    i , , N .



  
1

1
1

2
تابع هدف :  

 درجـات  متوسـط  دادن قـرار  برابر با محلی يبقا) 60( رابطه در

 مقـدار  ایـن  متوسـط  با w,AveS المان هر روي محاسباتی اشباع

  :دشومی حفظ w,AveS محدودشدگی از پس

)60(  
TN

w,Ave w,i w,Ave w,Ave h
T i

S S ,  S S ,   T T
N



  
1

1    

 بیشـینه  محلـی،  اکسترمم حذف قید عنوان تحت) 61( رابطه در

w,max,iS متوسـط  کمینه و w,min,iS  محـاط  يهـا المـان  تمـام 

  :دشومی کنترل آن کننده

)61(  w,min,i w,i w,max,i TS S S  ,          i , , N   1  
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 لورت -مشخصات فیزیکی سیال و محیط متخلخل مسئله باکلی -1جدول 

  مقدار   پارامتر مقدار پارامتر

  2/0  rwS  2/0 

K m 
 

2  1110  rnS   15/0  

 dP Pa  1000   w kg / ms     001/0  

  0/2   n kg / ms     01/0 

  

 بایـد ) w,ave,mS( وجـه  هر روي مقدار متوسط نیز سوم قید در

 آن همســایه  المــان  و جــاري  المــان  متوســط  مقــدار  بــین

)w,ave,TS
0

 هـاي اکسـترمم  ایجـاد  از تـا  شود محدود) w,AveSو

  :شود جلوگیري نیز وجوه روي احتمالی محلی

   w,Ave w,ave,T w,ave,m w,Ave w,ave,Tmin S ,S S max S ,S 
0 0



)62(  

  

  نتایج بررسی و سنجیصحت -3

 محـک  هـاي مـدل  از تحقیق این در مدل سنجیصحت منظوربه

 ـ مسـائل  هماننـد  دوفـازي  يهـا جریان زمینه در معروف -کلیاب

 اسـتفاده  بعـدي کی ـ شـبه  فضاي در سونادا -ورتر مک و لورت

 نتایج همچنین و تحلیلینیمه هايحل با حاصل نتایج. است شده

  .است شده مقایسه هاتحقیق سایر

  

  لورت -باکلی محک مسئله -3-1

در مقابل تـرم انتقـال    يریپذو تراکم ینگییهرگاه از اثر فشار مو

cP( نظر شوددر معادله درجه اشباع صرف 0(  آنگاه معادلـه ،

  د:شومی یسیل بازنویصورت ذدرجه اشباع به

)36(  w w
t w w

w

S df
u S q

t dS

 
    
  

 

 معـروف  آب سـیلابزنی  یـا  لـورت  -بـاکلی  معادله به معادله این

 مـورد  بسـیار  سـنجی صـحت  هايگزینه از کیی عنوانبه و است

 از کـی ی زنـی سـیلاب  کـه اسـت   گفتنی. است گرفته قرار توجه

 بخـش  ایـن  در .است نفت صنعت در ثانویه بازیافت يهاروش

 با( لورت -باکلی ازمسئله شده، تهیه مدل سنجیصحت منظوربه

 کی ـ شامل مدل این هندسه. دشومی استفاده) لويهذلو خاصیت

 دامنـه  بـا  افقی ستون   m, m m, m  0 300 0  در. اسـت  30

 از همبسـته،  حالـت  در مـدل  کارایی بررسی منظوربه مسئله این

 نشـده  نظـر صـرف ) انتشـار  عملگـر ( مویینگی فشار مشتقات اثر

 مقابل در را مویینگی مشتق ترم اثر مسئله هايداده هرچند است،

 در متخلخـل  محیط و سیال هايپارامتر. کنندمی ناچیز انتقال ترم

 اولیـه  و مـرزي  شرایط. اندشده معرفی )1( جدول در مسئله این

  :از ) عبارتند6( شکل مطابق مسئله

   
 

w x w x

in x w x w

P | / Pa , P | / Pa  

S | / , S | / , S , /

 

 

   

  

5 5
0 300

0 300

3 0 10 1 50 10

0 75 0 3 0 0 3
 

DG-OBB )F نسخه از مسئله این در 0 (ستا شده استفاده .

 گـالرکین  و نـامنطبق  محدود المان ترکیبی روش از حاصل نتایج

Lh( هـاي تقسـیم  با ناپیوسته 
32

 بـدون  شـبکه  روش دو بـا ) 

 ناپیوسـته  گـالرکین  سراسر روش و ]24[پاك  و صمیمی 61المان

)DG-DG (شــکل در )ــراي )7 ــان مــدت ب  روز 360 و 180 زم

 شـده  ارائه مدل قبول قابل دقت بیانگر کیفی نتایج و شد مقایسه

ــی شــکل ( . اســت ــانگر) 7مقایســه کیف ــایج   بی ــالاتر نت ــت ب دق

 تمامـاً  در تحقیق حاضـر و روش  )CR-DG(با روش  سازيمدل

در مقایسه بـا روش بـدون شـبکه     )DG-DG( ناپیوسته گالرکین

 ـ است، به نحـوه  هطوري که پیشانی تیز سطح تماس بین دوفـاز ب

 يهـا المان اندازه اثر بررسی منظورمطلوبی تسخیر شده است. به

Lh تقسـیمات  نوع سه از شبکه 
32

، Lh 
64

Lh و  
128

 

ازاي به همگرایی نسبت و نرم خطاي مقدار و است شده استفاده
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 لورت -هندسه و شرایط مرزي مسئله باکلی -6شکل 

  

         

        

 DG-DG و روش  ]24[ پاك -روز با مدل صمیمی 360و  180لورت براي مدت زمان  -اکلیمقایسه نتایج مسئله ب -7شکل 

  

 بـه  دسترسـی  عدم به توجه با. است شده محاسبه تقسیمات این

 ـ از همبسـته،  حالت در تحلیلی حل کی  ریـز  بسـیار  شـبکه  کی

)Lh 
256

 نـرم  هـاي خطـا  محاسـبه  بـراي  پایه مدل عنوانبه) 

) L BaseE  = -X X
2 2

 هـاي خطـا  همچنـین . است شده استفاده) 

 بـا  معادله دو هر که حالتی با مختلف تقسیمات ازايبه گفته شد

 باشـند،  شـده  حل) DG-DG( ناپیوسته گالرکین روش از استفاده
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LE خطاي نرم ( -2جدول   
2

 روز 360هاي اصلی پس از گذشت ) متغیر

Lx 
128

  Lx 
64

 Lx 
32

  LE
2

 ضریب همگرایی 

03640/0  04320/0  06690/0   wBase wP P CR DG 0  

24700/0  64000/0 ی همگرایضریب  -  wP  

03390/0  08570/0  21300/0   wBase wS S CR DG 0  

33700/1  31700/1 ی ضریب همگرای -  wS  

00282/0  00964/0  03070/0   wBase wP P DG DG 0  

77000/1  67000/1 ی ضریب همگرای -  wP   

06970/0  14800/0  24200/0   wBase wS S DG DG 0  

15000/1  71000/0 ی ضریب همگرای -  wS  

  

 مشخصات فیزیکی سیال و محیط متخلخل مسئله مک ورتر -3جدول 

 مقدار  پارامتر مقدار  پارامتر

  3/0  Srw 0/0  

K[m ]2  1010  Srn 0/0  

 dP Pa  5000  w kg / ms     001/0  

  0/2   n kg / ms     001/0  

  

 که دهدمی نشان نتایج مقایسه. است شده مقایسه) 2( جدول در

 ناپیوسـته  گـالرکین  و غیرمنطبـق  محدود المان پیوندي روش در

)CR-DG(، ازايبـه  اصـلی،  متغیـر  عنـوان به اشباع درجه مقادیر 

. هسـتند  برخـوردار  بالاتري همگرایی ضریب از مشابه تقسیمات

 میـدان  بـا  غیرمنطبـق  محـدود  المـان  روش تطابق بیانگر امر این

  .است شده بازسازي سرعت

  

  ورتر مک محک مسئله -3-2

 روشبـه  سـونادا  و ورتـر  مـک  توسط بار اولین يابر سئلهم ینا

 ـ در دوطرفـه  جـایی جابـه  جریان بررسی براي تحلیلی نیمه  کی

ایـن  . گرفـت  قرار توجه مورد شار فاقد انتهاي با نهایتبی ستون

 از کیی عنوانبه هاسازيمدل از بسیاري در غالب -انتشار مسئله

 مـورد  دوفازي يهاجریان مدل سنجیصحت براي محک مسائل

 نـوع  از ورتـر  مـک  مسـئله  بـر  حاکم معادله. گیردمی قرار توجه

 تـرم  از پوشـی چشـم  امـر  ایـن  علـت  و است غیرخطی سهموي

 درجـه  معادلـه  در مویینگی فشار تغییرات ترم با قیاس در انتقال

    :]25[است  اشباع

)64(   'w w n w
c

t

S S
P K   in   ,T

t x x

    
    
    

0 0  

 مـویینگی  فشار و نسبی نفوذپذیري يهامعادله از مسئله، این در

( حفرات توزیع ضریب مبناي بر کري و بروکس   استفاده) 2

x برابر مسئله هندسه تقسیمات. است شده /  0 و ضـریب   05

Fپنالتی (  t زمـانی  تقسـیمات  همچنین. است )1 sec  20 

 معرفی) 3(جدول  در خاك و سیال فیزیکی خصوصیات. هستند
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 مک ورتر هندسه و شرایط مرزي مسئله -8ل شک

  

 

  و نتایج  ]25[هاي گوناگون در مدل حاضر با حل نیمه تحلیلی مقایسه نتایج مسئله مک ورتر براي مدت زمان -9شکل 

 ]Geosys ]26المان محدود مدل 

  

  :از عبارتند )8(شکل  مطابق مسئله اولیه و مرزي شرایط. اندشده

   
 

in x in

w x

w

S |  at  

P | / Pa

S ,





 

 



0

5
0

1

2 0 10

0 0

  

 شده ارائه پیوندي شرو از استفاده با سازيمدل از حاصل نتایج

 -فشـار  بـر مبنـاي   Geosys محـدود  المـان  مدل عددي نتایج و

P( اشباع درجه S (در ورتـر  مک تحلیلینیمه حل همچنین و 

  .شد مقایسه) 9(شکل 

 مشـابه  متغیرهـاي  از اسـتفاده  دلیلبه دهدمی نشان نتایج مقایسه

w( اشباع درجه و فشار wP S( مـدل  و حاضر ترکیبی مدل در 

 هـا معادلـه همبسـته   حـل  بـراي  مطلوبی انطباق ،Geosys عددي

نیمـه  حـل  بـا  نتـایج  هـا زمان برخی ازايبه و است شده حاصل

 اگـر  ذکر استبه لازم. دارند اختلاف مقداري ورتر مک تحلیلی

 مـویینگی  فشـار  و ترکننـده  فشـار  هـاي متغیـر  از حاضر مدل در

)w cP P (فرمولاسیون جايهب فشار )w wP S (شود، استفاده 

  .]26[بود  خواهد منطبق تحلیلینیمه مدل با آنها نتایج

  

  )1( نمونه مسئله -3-3

 کی در شده تهیه مدل توانایی و کاربرد بررسی به بخش این در

 ابعاد به غیرهمگن محیط   m, m m, m   1 2 0 100 0 50 
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 )1هندسه و شرایط مرزي مسئله نمونه ( -10ل شک

  

 مشخصات فیزیکی سیالات و محیط متخلخل مسئله نمونه -4جدول 

 مقدار  پارامتر مقدار پارامتر

  3/0 -2/0  Srw  15/0  

2K m 
 

  11 1410 10  Srn  0/0  

 dP Pa  5000  wμ kg / ms    00095/0  

  0/2   nμ kg / ms    019/0  

  

 ایـن  در. شودمی پرداخته بنزن کلرو ناپذیرامتزاج ماده از اشباع و

 نفوذناپـذیر  نـوع  از و شـار  فاقد تحتانی و فوقانی مرزهاي دامنه

 چپ سمت مرز از آب. هستند   in     ,   0 0  سـفره  کی به 50

 مـرز  نـوع  از راسـت  سمت مرز و شودمی تزریق زمینی زیر آب

 خروجی   out     ,   100 0  پـذیر نفـوذ کـم  ناحیـه  6. اسـت  50

m( نفوذپذیري با شکل ايدایره  در متـر  5 شـعاع  بـه  و) 21410

 تعریف ذیل صورتبه آنها مرکز مختصات که اندشده واقع دامنه

  :شودمی

  
     
     

, , , / , , / ,

, , , / , , /

  
   

  
2

20 25 40 12 5 40 27 5

60 25 80 12 5 80 27 5
  

) 10( شـکل  مطـابق  مسـئله  دامنه بر حاکم اولیه و مرزي طایشر

  : از عبارتند

 dir in inP /  Pa,   S /   at       62 50 10 0 90 

dir outP /  Pa  at    61 0 10 

   w wP , /  Pa,  S , /  60 1 0 10 0 0 25 

 جدول در موجود سیالات و متخلخل محیط فیزیکی پارامترهاي

 نــوع از آن مثلثـی  بنـدي المـان  شــبکه و انـد شـده  ) توصـیف 4(

 . است عدد 1777 هاگره تعداد و المان 3402 تعداد با سامانبی

 اشـباع  درجه و فشار هايترسیمه )12( و )11( هايشکل در

 بـا  روز 10و 5/7 ،5 ،5/2 هـاي زمـان  مـدت  بـراي  ترکننـده  زفا

 مقـدار  با) SWIP( متقارن داروزن داخلی پنالتی روش از استفاده

F( پنالتی 100 (است شده داده نمایش.  

inΓ outΓ 

No flow 

No flow 
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 روز 10و  5/7، 5، 5/2 ازايترسیمه تغییرات فشار فاز ترکننده به -11شکل 

5 Days 

7.5 Days 

2.5 Days 

10 Days 
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 روز 10و  5/7، 5، 5/2 ازايترسیمه تغییرات درجه اشباع فاز ترکننده به -12شکل 

5 Days 

2.5 Days 

7.5 Days 

10 Days 
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 DG-DGو  CR-DGي هاروشروز، براي  10و  5 در) فشار و درجه اشباع فاز ترکننده =25Yمقایسه پروفیل طولی ( -13شکل 

  

 محـدود  المـان  روش ترکیب از استفاده که آن است بیانگر نتایج

 گـالرکین  داخلـی  پنالتی روش و ناپیوسته راویارت -کروزیکس

 ناحیـه  محـل  در و دهـد مـی  دسـت به را مطلوبی نتایج ناپیوسته

ــتگی ــا،ناپیوس ــوح ه ــایج وض ــوب نت ــدون و مطل ــانات ب  نوس

 فاز اشباع رجهد و فشار هايپروفیل همچنین. هستند غیرفیزیکی

 گـالرکین  تمامـاً  روش و) CR-DG( شده تهیه مدل براي ترکننده

 خطـی  تقریـب  بـا  روز، 10 و 5 مدت براي )DG-DG( ناپیوسته

) بـا  13شـکل(  در کسانی پنالتی مقدار و معین شبکه کی ازايبه

 گفتنـی . است شده حاصل مطلوبی تطابق و شده مقایسه کدیگری

 حـل  اسـتراتژي  بـراي  مسئله این در زمانی هايگام انداره است

t( حاکم، يهامعادله ضمنی متوالی s    .است شده لحاظ) 864

  

   گیرينتیجه -4

 دهـد مـی  نشـان  ترکیبی روش از استفاده با سازيمدل نتایج 

 جریان معادله حل در نامنطبق محدود المان روش از استفاده

 تطـابق  ایجـاد  موجـب ) سرعت و فشار همبسته يهامعادله(

 شـده  تولیـد  سـرعت  میـدان  در وضـوح  و مـدل  نتایج بهتر

 از حاصـل،  اشباع درجه مقادیر تا دشومی سبب لذا. دشومی
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ــري غیرفیزیکــی نوســانات  و هــاناپیوســتگی محــل در کمت

 بـاکلی  بنجمـارك  مدل بررسی از ناشی نتایج. شود ناهمگنی

 اشـباع  درجه مقادیر به مربوط نرم هايخطا مقایسه و لورت

  . است امر این دهندهنشان )2( جدول در

 روي آزادي درجـات  استقرار و نامنطبق يهاالمان از استفاده 

 جریان يهامعادله حل در را هاگره انطباق قیود المان، وجوه

 از اسـتفاده  امکان کرده نفی را پیوسته سرعت میدان تعیین و

  .کندمی فراهم ار متنوع تقریب درجات با آویزان هايگره

 در مکـانی  وزنـی  سـازي گسسته هايتکنیک از استفاده همچنین

 و سـازنده  بسـیار  هـا نـاهمگنی  محـل  در هـا شوك تسخیر بهبود

 SWIPتوان در نسخه پنـالتی داخلـی   همچنین می .است اثرگذار

Fازاي مقادیر پنالتی (به  -50 ) به نتـایج مطلـوبی دسـت    100

 .یافت
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