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مقاله، حل مسائل مهندسی با معادلات هارمونیک که داراي تکینگی ضعیف یا ناپیوستگی در گرادیان تابع حل هستند براي مواد همگن  این در -چکیده

هاي هموار براي تقریب پاسخ مسئله اسـتفاده  هاي عددي استاندارد از جمله روش اجزاي محدود از پایهاز آنجا که سایر روش شود.رسی میو ناهمگن بر

حـل را  هاي اصلی اضافه شـوند تـا کیفیـت    ها قادر به تطبیق خود با شرایط مجاور محدوده تکین نیستند، توابع دیگري نیز باید به پایهکنند و این پایهمی

 سـاخت  بـراي  محدود اجزاي معمول روش ايچندجمله هايپایه کنار در جدید هايپایه عنوانبه شدهمتعادل پایه توابع بهبود ببخشند. براي این منظور از

آینـد و مرتبـه تکینگـی    دست مـی شود. این توابع از ارضاي صورت همگن انتگرال وزنی معادله دیفرانسیل بهمی استفاده جدید شکل توابع از ايمجموعه

 شـد  خواهد داده نشان عددي نتایج در .شوندمی گرفته نظر در نقطه تکین هاي مجاورالمان در مذکور توابع دهند.صورت خودکار تشخیص میمسئله را به

 در ویـژه بـه  آن پاسـخ  کیفیـت  دبهبـو  بـه  منجـر  روش این مهم خواص حفظ با همگام محدود، اجزاي روش در هاي معمولپایه ها باپایه این ترکیب که

   .شودمی ضعیف داراي تکینگی نقطه مجاورت

  

  

  .تکینگی ضعیف، توابع پایه متعادل شده، محیط همگن و ناهمگن، روش اجزاي محدود :يدیکل يهاواژه

  

  

Solution of Harmonic Problems with Weak Singularities Using 
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Abstract: In this paper, Equilibrated Singular Basis Functions (EqSBFs) are implemented in the framework of the Finite 
Element Method (FEM), which can approximately satisfy the harmonic PDE in homogeneous and heterogeneous media. 
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EqSBFs are able to automatically reproduce the terms consistent with the singularity order in the vicinity of the singular point. 
The newly made bases are used as the complimentary enriching part along with the polynomial bases of the FEM to construct a 
new set of shape functions in the elements adjacent to the singular point. It will be shown that the use of the combined bases 
leads to the quality improvement of the solution function as well as its derivatives, especially in the vicinity of the singularity. 
 
Keywords: Singularity, Harmonic, Equilibrated basis functions, Finite Element Method. 
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 مقدمه -1

 ارائـه  دیفرانسـیل  معـادلات  حل براي متنوعی هايروش تاکنون

 داراي مهندسـی  مسائل بر حاکم معادلات که آنجا از. است شده

 هايوشر از استفاده طور کلیبه هستند، بالایی پیچیدگی و تنوع

 و دقـت . رسـد مـی  نظـر بـه  عملـی  راه تنها آنها حل براي عددي

 روش یک انتخاب در مهم عوامل جمله از حل معادلات سرعت
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اجـزاي   روش عـددي،  هـاي روش بـین  در. اسـت  مناسـب  حل

 دستبه براي هاروش قدرتمندترین و ترینرایج از یکی محدود

. اسـت  جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات تقریبی حل آوردن

 هوافضـا،  مانند مهندسی علوم هايزمینه از بسیاري در روش این

 و شناسـی زمـین  بیومکانیـک،  خـودرو،  صنعت عمران، مکانیک،

 حدود گذشت از پس و شده کار بردهبه موفقیت با هارشته دیگر

 حـل  قابل مسائل از وسیعی بسیار آن، گستره معرفی از دهه پنج

 از اسـتفاده  دلیـل بـه  اي محـدود اجـز  روش وجـود  با ایـن . دارد

 پاسخ تقریب براي حل هايپایه عنوانبه هموار هايايچندجمله

 و تـنش  بـالاي  گرادیـان  ماننـد  مـواردي  بـا  برخـورد  در مسئله،

 ناسـازگار  ترکیبـات  مسـئله،  هندسه در ناگهانی تغییرات کرنش،

محـدودیت   جـایی جابـه  میـدان  شدید نوسانات و مرزي شرایط

 ايویـژه  تمهیـدات  عموماً عددي هايدهد. روشمی نشان دقت

 در کارهـا از راه یکی. گیرندمی نظر در تکین نقاط همسایگی در

 نقـاط  اطـراف  در هـا المان ابعاد ریزکردن اجزاي محدود، روش

 داشـته  پی در را زمان محاسبات و حجم افزایش است که تکین

 کـار راه. ]1[ کنـد نمی ایجاد را کافی دقت موارد از بسیاري در و

مـی  اسـتفاده  آن از نیز عددي هاياز روش بسیاري در که دیگر

 نقـاط  اطـراف  ناحیـه  در مناسـب  تکـین  توابع بردن کارشود، به

 .دهنـد  مطابقت تکینگی تأثیرات با را خود که بتوانند است تکین

 حـل  نهایی دقت در مکمل توابع این مناسب انتخاب که آنجا از

 شـود تـوابعی  مـی  سـعی  تحقیـق  ایـن  در است، تأثیرگذار بسیار

 حـل  دقت آنها از استفاده با بتوان که شوند گرفته کاربه و معرفی

 کـه  تـوابعی  اسـتفاده از . داد افزایش را تکین نقاط داراي مسائل

 طـور بـه  را مـوردنظر  دیفرانسـیل  معادلـه  همگن صورت بتوانند

 کـه  دباش مهم این مناسبی براي گزینه تواندمی کنند ارضا تقریبی

 .شودمی پرداخته آنها معرفی به ادامه در

 بازسـازي  بهبـود  عددي در يهارویکرد غالب روشامروزه  

در همسایگی نقاط تکین، افزودن جملاتی متناسـب بـا    تابع حل

 میدان مذکور در همسـایگی  حل تقریبی به مسئله مرتبه تکینگی

 شـمار به يسازیغن از تکنیک یمورد نظر است که نوع موقعیت

کننده حل، قابلیت سازگار کـردن خـود بـا    جملات غنی .رودیم

تغییرات بسیار شـدید و غیرعـادي پاسـخ مسـئله در همسـایگی      

هاي همـوار در  نقطه تکین را دارند و بنابراین، ضعف اصلی پایه

 اجـزاي محـدود  روش شاید بتوان  کنند.این زمینه را برطرف می

ترین روش در این حیطه ترین و شناخته شدهرا مهم 1افتهیتوسعه

شمار آورد که توسط بلیچکو و همکاران وي توسعه داده شـد  به

بـدون شـبکه    يهادر روش کنندهاضافه کردن جملات غنی ].2[

که شباهت  2روش بدون شبکه گالرکین دراست.  شده توجهنیز 

کـو و  چلیزیادي از نظر ساختار با روش اجـزاي محـدود دارد، ب  

هاي تکین بـه بسـط   ابهی را با افزودن پایهایده مش همکاران وي

دیگـري   يهـا این ایـده در روش  .]3هموار پاسخ توسعه دادند [

 تـوان یا منهکه از جمله آ شده استصورت مشابه استفاده نیز به

روش توابـع  تازگی ]. به4کرد [ابع پایه شعاعی اشاره تو به روش

ایط مرزي و شر ابط بتپایه نمایی نیز با محاسبه جملات تکین مر

 ـا بـه شـکل پا  نهله و تعریف آسئم هندسه کـه صـورت    ییهـا هی

کنند، اقدام به حل مسـائل  میطور دقیق ارضا همگن مسئله را به

. ایده اولیه این ده استکر در مواد همگن کینگی ضعیفتداراي 

روش توسط برومند، سقراطی و مسـیبی مطـرح شـد و در حـل     

  ].  6و  5شد [ مسائل گوناگون مکانیک جامدات بررسی

نیـاز بـه   هـاي مـذکور،   با وجود نتایج جالب توجه در روش 

تکینگـی یـا   مرتبه  ویژهبه جملات تکین و ساختار دقیق دانستن

همه آنها وجود دارد که ایـن موضـوع،   در  3ضرایب شدت تنش

سبب توسعه تحقیقات بسیاري در زمینه حصـول ایـن جمـلات    

ائل گونـاگون شـده   مس دربراي شرایط مرزي و هندسی مختلف 

 ـ  بـه  مطالعات جـدي در ایـن زمینـه   است. نخستین  ز نـین و برات

 -مسـائل الاسـتو   براي 1952ویلیامز در  ].7شود [نسبت داده می

 يهـا تحت شرایط مرزي و هندسه یکمواد ایزوتروپ استاتیک در

نهایـت  روابطی را با حل یک مسئله معادل در محیط بی ،متفاوت

تعریف یک تابع تنش مناسب و تطبیـق آن  ]. وي با 8ارائه کرد [

با شرایط مرزي ناشی از بازشدگی یـک شـکاف و در نهایـت از    

لیوویل حاصل، مرتبه تکینگـی را بـه   -طریق حل مسئله اشتورم

نتـایج حاصـل از    دست آورد.عنوان مقادیر ویژه مسئله مذکور به

هاي عددي بسیاري اسـتفاده  طور گسترده در روشاین تحقیق به
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. پـس از آن در تحقیقـات   و همچنان نیز مورد توجـه اسـت   شد

و  شـده گوناگون بررسی  يهاتیري مسائل مختلف با وضعدیگ

 يهـا کینگی در شرایط مختلفی بـراي اسـتفاده در روش  تمراتب 

لـی و   يهـا تیبه فعال توانیا منهاز جمله آ اند.شدهعددي ارائه 

زایش دقت و که عمدتاً در جهت اف ]9[ دکرهمکاران وي اشاره 

عملگرهـاي   تکـین داراي حل هستند. مسائل  گستره مسائل قابل

توسـط لـی و    ي نـازك نیـز  هاورق مسائلجمله از مرتبه چهارم 

 انـد هشدبررسی  4تطبیقی تزهمکاران وي تحت عنوان روش ترف

هاي ورق نسبتاً ضخیم نیـز توسـط   ]. مسائل ورق در تئوري10[

کننده حل براي اجزاي غنیبلیچکو و همکاران وي توجه شده و 

 بـراي مـواد   همچنـین مسـائل مشـابهی    ].11انـد [ آنها ارائه شده

همگن ارتوتروپیک بررسی شدند. تحقیقات اولیه در ایـن زمینـه   

این مطالعات در  سپس ].12شود [به تینگ و چو نسبت داده می

] و 13کارهاي گوناگونی از جمله تحقیقات مانتیک و همکاران [

 ارتوتروپیـک  ] براي یک کـنج تکـین در مـواد   14و [نیز وو و لی

اي با ترکیبات گوناگون شرایط مـرزي بررسـی و تکمیـل    صفحه

لازم به ذکر است که ارائه حل تحلیلی مسائل مرتبط با مواد  .شد

ارتوتروپیک دشوارتر از مواد ایزوتروپیک اسـت. ایـن مـورد در    

شـود.  مـی  مسائل مربوط به مواد ناهمگن به مراتب دشوارتر نیـز 

، نیاز به 5امروزه توسعه کاربرد مواد ناهمگن همانند مواد هدفمند

هاي مناسب حل عددي مسائل مرتبط با آنها دارد. پیشبرد تکنیک

با ایـن وجـود دشـواري در حصـول حـل تحلیلـی متناسـب بـا         

تکینگی در این مواد، موجب شده است تا تحقیقات اخیـر روي  

وزه کـاربرد مـواد هدفمنـد در    آنها متمرکز شود. با توجه بـه ح ـ 

هـایی کــه در معـرض تغییـرات شــدید حرارتـی هســتند،     سـازه 

ــایگی    ــنش در همس ــعه ت ــاتی روي توس ــان و وو تحقیق اردوغ

بـا اسـتفاده    ].15اند [هاي حرارتی انجام دادهتکینگی در اثر تنش

هـاي عـددي   از نتایج تحقیقـات مـذکور و مـوارد مشـابه، روش    

ل مرتبط با مواد ناهمگن توسعه یافتهمختلفی نیز براي حل مسائ

تـوان بـه اسـتفاده از روش اجـزاي محـدود      اند. از آن جمله می

ــه [توســعه ــالرکین [ 16یافت ــدون شــبکه گ ]، روش 17]، روش ب

] و روش بـدون شـبکه محلـی    18[ 6یافتهایزوجئومتریک توسعه

هـاي  ] در مسـائل مختلـف بـا افـزودن پایـه     19گالرکین [ -پترو

  کرد.  متناسب اشاره

شـده در ادامـه تحقیقـات    ایده استفاده از توابع پایـه متعـادل  

] و براي حـل مسـائل   21و  20پیرامون روش توابع پایه نمایی [

]. نورمحمـدي و  22هـاي نـاهمگن توسـعه داده شـد [    در محیط

برومند نشان دادند کـه بـا بازنویسـی معـادلات حـل مسـئله در       

تـوان  یر متغیـر ویـژه مـی   فضاي قطبی و نیز با استفاده از یک تغی

بدون نیاز به اطلاع قبلی از مرتبه تکینگی، اجزاي جملات تکین 

وجود طور خودکار در روند حل مسئله براي مواد همگن بهرا به

حلی براي رفع مشکل مشترك عنـوان شـده   عنوان راهآورد که به

. پـس  ]23[رود شمار مـی هاي حل مسائل تکین بهدر اکثر روش

ی پرور و همکاران از این روش در حل مسائل تکـین  از آن باطن

در مقالـه حاضـر از    ].24[هاي ناهمگن استفاده کردند در محیط

تکنیک مذکور در قالب روش اجزاي محدود براي حـل مسـائل   

هاي همگن و نـاهمگن  مهندسی با معادلات هارمونیک در محیط

وابع استفاده شده است. ایده مطرح شده در این تحقیق، اصلاح ت

کننده بوده هاي غنیشکل در روش اجزاي محدود با افزودن پایه

در روش اجزاي محدود توسـعه   بندي ذاتیکه متناسب با فرمول

 یافته است.  

  

  توابع پایه متعادل شده تکین و روش اجزاي محدود -2

صورت کلی معادلات تعادل حاکم بر مسئله و شرایط مـرزي آن  

  :در نظر گرفته شده است چنین

T in ,  S DSu b 0  

B on   Bu f                               (1) 

ماتریس ضـرایب   Dعملگر معادله دیفرانسیل،  S فوق روابطدر 

عملگـر شـرایط    B بردار نیروهاي بدنـه،  bماده (متغیر با مکان)، 

صورت مقادیر تابع حل براي مقدار معلوم مرزي به Bfمرزي و 

شرایط دریشـله یـا مقـادیر مشـتقات آن بـراي شـرایط نویمـان        

با شکل دلخـواه داراي مـرز    Ω هستند. مسئله روي ناحیه همبند

   نماي کلی از دامنـه و مـرز   1شود. شکل (تعریف می (

نشـان   مورد نظـر بـراي یـک مسـئله داراي تکینگـی ضـعیف را      
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  و دستگاه مختصات کلی و محلی) Ωدامنه اصلی حل( -1شکل 

  

از دو بخـش   )1رابطـه ( دهد. پاسخ تقریبی معادله دیفرانسیل می

  شود:هموار و تکین تشکیل می

)2          (                                       R Sˆ ˆ ˆu u u u    

دلالـت بـر    Sبـالانویس  دلالت بر بخـش همـوار و    R سبالانوی

دست آوردن پاسخ بخش هموار بخش تکین مسئله دارد. براي به

هاي معمول در روش اجزاي محدود استفاده کرد. توان از پایهمی

صـورت سـري زیـر در    براي بخش تکین مسئله، پاسخ معادله به

  شود:  نظر گرفته می

)3                  (                    
N

S S S T
j j

j

û f c ( )



 
1

S Sf c   

S )3رابطه (در 
jc  ضرایب مجهول براي توابع پایه اولیهS

jf   .هسـتند

کننـد،  طور دقیـق ارضـا نمـی   هاي مذکور معادله دیفرانسیل را بهپایه

نی معادلـه را در  بنابراین لازم است که سري بالا صورت انتگرال وز

دربـر گیرنـده دامنـه حـل      Rیک دامنه تصوري مدور به شـعاع  

منظور حذف عملگر مشتق از ضرایب متغیـر  مسئله ارضا کند. به

صـورت  معادله دیفرانسیل، فرم ضعیف انتگرال وزنی معادلـه بـه  

صورت مجموع یک انتگـرال  گرین به -زیر بر طبق قضیه گوس

  :شودویسی میناحیه و یک انتگرال مرزي بازن


S

S S

T T

T T T

S S( ) d

[(S ) S( ) ]d n S( ) d



 

 

    




  0

S S S

S S S S S

w D f c

w D f w D f c

 )4         (                                                 SA Sc 0  

S در این رابطه S
  0 مرز ناحیه تصوري مـورد نظـر اسـت.     0

برآوردن صورت همگن معادله دیفرانسیل مشروط بـر آن اسـت   

منظـور  باشـد. بـه   SAعضو فضاي پوچ مـاتریس   Scار که برد

ایجاد قابلیت ساخت خودکار جملات متناسب بـا بخـش تکـین    

اي اسـت کـه در   پاسخ، ایده اصلی استفاده از تغییر متغیـر ویـژه  

  :شوددستگاه مختصات قطبی به شکل زیر بیان می

r r ,           ,              , ( , )  0 1                     (5) 

شـود.  رأس دستگاه مختصات قطبی بر نقطه تکین جانمـایی مـی  

اي نیــز منطبــق بــر امتــداد نیمســاز شــکاف  مبــدأ متغیــر زاویــه

هاي ساختن پایه شود. برايایجادکننده تکینگی در نظر گرفته می

شف نوع اول در راستاي شـعاعی  هاي چبیاياولیه از چندجمله

  :شوداي استفاده میو توابع مثلثاتی در راستاي زاویه

S S
t tO O

S c s T
n n

n n

û f ( r )cos n f ( r )sin n ( )

 

      S Sf c

0 0

     (6) 

به شکل حروف کوچـک در رابطـه فـوق بـه     c و Sهاي اندیس

وسـی  دهنده بخش مربوط به توابع سینوسـی و کسین ترتیب نشان

بزرگ همانند قبل دلالت بر بخش تکـین دارد.   S هستند. اندیس

c بخش شعاعی بسط فوق که با
nf  وs

nf انـد بـه  نشان داده شده

صورت زیر هستند. ساختار کلی این دو بخش یکسـان اسـت و   

  :تنها در ضرایب مجهول خود با یکدیگر فرق دارند

S
rO

c,s c,s
n j n, j

j

f ( r ) T ( )  c



   
0

                                    (7) 

jTدر این بسط شعاعی  ( )  شـف نـوع اول   اي چبـی چندجملـه
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  صورت شماتیک در آرایش نقاط وزن به -2شکل 

  پایه شدهدامنه دایروي تصوري هم

  

ر بازهاست که د jمرتبه  , 1 شود. بیشترین مرتبه تعریف می 1

S این توابع با
rO    سـاز در  پایـه نشان داده شده اسـت. متغیـر هـم

  :صورت زیر است) بهξراستاي شعاعی (

r

R
 ξ

2
1                                                        (8)  

] در بـازه بسـته   rمتغیر ,R ]0   و متغیـر    نیـز در بـازه بسـته 

[ , ]  شده پایهشوند، به این ترتیب متغیر همتعریف میξ  در

 شدهبازه یکه , 1 کند. توجه شود که بازه تغییرات یتغییر م 1

اي به معناي استفاده از بسط کامل فوریه اسـت  براي متغیر زاویه

کـار  که براي حصول پاسخ مناسب ضروري است. توابع وزن بـه 

رفته در این معادلات متناسب با توابع پایه اولیه معرفی شـده در  

  :)، ترکیبی از توابع نمایی و مثلثاتی هستند6رابطه (

   

w

TT Ts c
m m

S
t

T
s S S
m n

m , ,...,O ,

sin m

 
  
 



    

Sw w w

w w w1

0 1

 



            

)9                            (
w

T
c S S
m n

cos m    
w w w1   

این توابع با تعریف یک شـبکه مـنظم از نقـاط وزن در راسـتاي     

هاي متنـاظر بـا   اي از توابع مثلثاتی با فرکانسشعاعی و مجموعه

) 2ر شـکل ( آیند. ددست میاي بههاي حل در راستاي زاویهپایه

صورت شماتیک نمایش داده شده اسـت. بـه  توزیع این نقاط به

زاي انتگرال مرزي رابطـه  منظور پیشگیري از ورود اثرات مشکل

صورت زیر انتخاب شوند تا با صفر شدن )، توابع وزن باید به4(

)، انتگرال مذکور 2در امتداد مرز ناحیه مدور تصوري در شکل (

  را حذف کنند:

iW( )S
i ( )e ,   ξ ξw ξ

221             wi ,..., n 1             (10) 

 در ضریب تابع نمایی فوق جزء ξ1 براي حذف عبارت / r1  در

 هاي راسـتاي شـعاعی افـزوده شـده و عبـارت     انتگرال ξ1   بـراي

ضرب انتخاب شده عنوان پیش) به4گرال مرزي در رابطه (حذف انت

در نظـر گرفتـه    25پارامتر وزنی است که مقدار آن برابـر   Wاست. 

تـوان  تعداد نقاط وزن در راستاي شعاعی را مـی  wn]. 25شود [می

  ]:23شف در نظر گرفت [هاي چبیايبرابر با مرتبه چندجمله

S
rw On                                                             (11) 

، توابـع  )Sو محاسبه فضاي پـوچ آن (  SAبا تشکیل ماتریس 

  :شوندحاصل می )SFشده تکین (پایه متعادل

T S( ) S SF f                                                    (12) 

لازم است بـراي جـایگزینی ضـرایب متغیـر معادلـه در بـرآورد       

بخش تکین پاسخ از ترکیب جملات توانی در راسـتاي شـعاعی   

  اي استفاده شود:  و توابع مثلثاتی در راستاي زاویه

T
Df , k

k DD c        k , , 1 3                                     (13) 

  :شوندصورت زیر تعریف میاجزاي عبارت فوق به

T
D r r r r rf f f sin f cos f sin m f cos m ,       

    0

  rm
rf r R r R    
 1                                       (14) 

k
Dc بـوط بـه   بردار ضرایب مجهول مرDk     اسـت. بـا انتخـاب

تعدادي نقطه نمونه در دامنه مسئله و مرزهاي آن، بردار ضرایب 

   :شودصورت زیر روي این نقاط برآورد میمجهول به

)15                  (                                    DFk
D kc D   

عنوان سـطر در هر نقطه نمونه به Df شامل مقادیر DFماتریس 

براي هر نقطه نمونـه   kD بردار مقادیر kD هاي مجزاي آن، و

 [
 D

O
I:

 1
0.

47
17

6/
jc

m
e.

39
.2

.6
24

2 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

22
87

69
8.

13
99

.3
9.

2.
7.

7 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 iu

tjo
ur

na
ls

.iu
t.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

20
 ]

 

                             6 / 28

http://dx.doi.org/10.47176/jcme.39.2.6242
https://dorl.net/dor/20.1001.1.22287698.1399.39.2.7.7
http://iutjournals.iut.ac.ir/jcme/article-1-828-fa.html


  حمد صالحیمپرور، نیما نورمحمدي و علیامید باطنی

        

  125  1399 زمستان، 2 ه، شمار39هاي عددي در مهندسی، سال روش

یافتـه  دهنـده وارون تعمـیم  است. علامت + در رابطه قبل نشـان 

دلیل شکل مستطیلی ماتریس اتخاذ شده است که به 7پنروز -مور

) 16اي، رابطـه ( منظور تفکیک بخش شـعاعی و زاویـه  است. به

  :شودصورت زیر سازماندهی میبه

T
rf f  kk DD c                                                    (16) 

شـده و  ) تعریـف  14در این رابطه بخش شعاعی مشابه رابطـه ( 

 :اي به قرار زیر استبخش زاویه

 f sin cos sin m cos m        0 1       (17) 

 هـاي نسـبت بـه درایـه    kDc هاي ماتریسآرایش و چیدمان درایه

k
Dc هاي صورت زیر است. توجه شود که در این رابطه بخشبه

از یکدیگر تفکیـک شـده   مرتبط با ضرایب سینوس و کسینوس

  :اند

r

r

i , j i (m ) j

i , j ( i ) (m ) j

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

     

      





2 1 1 2 1 1

2 2 1 2 1 1 1





k k
D D
k k
D D

c c

c c
  

)18        (                        ri , ,...,m , j , ,...,m 0 1 0 1  

rm و m هاي در نظر گرفتـه شـده بـراي    ترتیب تعداد پایهبه

اي عاعی و زاویـه تخمین ضرایب متغیـر معادلـه در راسـتاي ش ـ   

منظور دریافـت جزئیـات بیشـتر در زمینـه چگـونگی      هستند. به

هاي لازم و ترکیب آنها که موضوع مقالـه حاضـر   برآورد انتگرال

  شوند. ارجاع داده می ]26[نیست، خوانندگان محترم به مرجع 

هاي معمول روش اجزاي محـدود  براي بخش هموار از پایه  

م است تا دامنه مورد نظر بـا توجـه بـه    شود. ابتدا لازاستفاده می

بندي شـود. بـراي هـر المـان مـاتریس سـختی       هندسه آن المان

هـاي  هـا و المـان  مربوطه نوشته شده و بر مبناي ارتباط بین گـره 

شـود. بـراي تشـکیل    کلی تشکیل مـی  8مختلف، ماتریس اتصال

) بـه  1ماتریس سختی در سطح هر المان، لازم است تا معادلـه ( 

بازنویسـی   )e( مانده وزنی گالرکین در سطح المانیروش باق

  :شود

e

T eS Su d 


   
  w D b 0                                (19) 

صورت زیر در نظـر  پاسخ تقریبی مسئله با تعریف توابع شکل به

هـا از  شود. با توجه به پیوستگی مرتبه صفر بین المـان گرفته می

  :ابع لاگرانژي استفاده خواهد شدتو

nN
e e

i i

i

ˆu u N u u



  N

1

                                    (20) 

nN هاي متصل به المان بوده وتعداد گره iN و iu  ترتیـب  بـه

 اي تابع شکل و مقدار گره iند. با انتخاب توابع شکل بـه ام هست

) 19) در (20هــاي گــالرکین و جایگــذاري رابطــه (عنــوان وزن

  :نتیجه زیر برقرار خواهد شد

e eˆu r e eK F                                                  (21) 

ــه (    ــان در رابط ــذاري الم ــردار بارگ ــختی و ب ــاتریس س ) 21م

  :وندشصورت زیر بیان میبه

   
e

T
S S d ,


 

eK N D N  

e e

T Td t d
 

   
eF N b N                               (22) 

eK  ماتریس سختی وeF   بردار مربوط به مقادیر نیرویی بـراي

بـردار نیروهـاي بـین     er̂ هاي مربوط به هـر المـان بـوده و   گره

دهـد و در  المانی است که در سطح هر المان خود را نشـان مـی  

شـود،  برقـرار مـی   معادلات کلی که با استفاده از ماتریس اتصال

نیز بیانگر گرادیان پاسخ مسئله اسـت   t حذف خواهد شد. بردار

تواند شامل شارهاي حرارتی عمـود بـر مـرز    طور مثال میکه به

هـاي فـوق بـه روش عـددي گـوس      ورد انتگرالناحیه باشد. برآ

خواهد بود. نشان داده خواهد شد که این شیوه در حالـت کلـی   

  براي فرایند مورد نظر در این تحقیق برقرار است.  

  

  مرکب توابع شکل -3

) باید توابع شکل مربوط بـه  21پس از تشکیل روابط ماتریسی (

اي از گـره ي سههاهاي حل براي المانهر المان ساخته شود. پایه

اي از مجموعــه هــاي چهــارگرهمجموعــه کامــل و بــراي المــان

). ایـن  3شـود (شـکل   پاسکال انتخاب می -غیرکامل مثلث خیام

 صورتها بهپایه nP P P ... P  RP 0 1 2 شوند و بیان می 1

پاسـخ تقریبـی مسـئله بـا اسـتفاده از آنهـا در سـطح هـر المـان          

در  R شود. توجه شـود کـه انـدیس   نوشته می )23رابطه (صورت به

  :این عبارات دلالت بر اختصاص آن به بخش هموار حل دارد

n
e e

i i R

i

ˆu u P a a




  RP
1

1

                                  (23) 

  

 [
 D

O
I:

 1
0.

47
17

6/
jc

m
e.

39
.2

.6
24

2 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

22
87

69
8.

13
99

.3
9.

2.
7.

7 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 iu

tjo
ur

na
ls

.iu
t.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

20
 ]

 

                             7 / 28

http://dx.doi.org/10.47176/jcme.39.2.6242
https://dorl.net/dor/20.1001.1.22287698.1399.39.2.7.7
http://iutjournals.iut.ac.ir/jcme/article-1-828-fa.html


  ...حل مسائل هارمونیک داراي تکینگی ضعیف با استفاده از توابع پایه

  

  1399 زمستان، 2 ه، شمار39هاي عددي در مهندسی، سال روش  126

  

مثلث خیام پاسکال، انتخاب کامل (مثلث) و انتخاب  -3شکل 

  هاي هموارناکامل (لوزي) براي پایه

  

بـا اسـتفاده از    )Ra( )23رابطـه ( براي تعیین ضـرایب مجهـول   

  شود:  نوشته می )24رابطه (اي مقادیر گره

Ra u, RC 1 

n

n

n n n n n

| P | P | P |

| P | P | P |

| P | P | P |







   
   
   
    
   
   
      

R

R
R

R

P

P
C

P

1 0 1 1 1 1 1

2 0 2 1 2 1 2

0 1 1





    



                (24) 

مقدار تقریبی پاسخ معادلـه در   )23در رابطه ( Ra با جایگذاري

جــاي اي مجهــول بــهســطح المــان بــا جــایگزینی مقــادیر گــره

    شود:صورت زیر نوشته میمجهولات قبلی به

eû u R RP C 1                                                     (25) 

رت ) و عبـا 20با مقایسه مقدار تقریبی در نظر گرفته در رابطـه ( 

توان نتیجه گرفت که توابع شـکل  دست آمده از رابطه فوق میبه

  :آینددست می) به26صورت رابطه (به

 R RN P C 1                                                         (26) 

اند، بنابراین قـادر  هاي هموار تشکیل شدهاین توابع شکل از پایه

با شرایط در مجاورت تکینگـی ضـعیف نیسـتند.    به تطابق خود 

براي حل مسائل داراي تکینگی کافی اسـت بـا در نظـر گـرفتن     

صـورتی کـه در   سازي آنها بههاي اطراف نقطه تکین و غنیالمان

هاي حل وارد کرد. آید، تأثیر ناشی از تکینگی را در پایهادامه می

وار روش هـاي هم ـ هـاي تکـین در کنـار پایـه    در اثر وجود پایه

اجزاي محدود، پاسخ کلی معادله مورد نظر در سطح هـر المـان   

  :شودصورت ترکیب بخش هموار و تکین نوشته میبه

e S
Rû a d  S

RP F                                                   (27) 

  :شوندصورت زیر جایگزین میتوابع پایه جدید به

P , 
 

S
RP F       T S( ) S SF f                        (28) 

 شده تکـین منطبـق  مجموعه توابع پایه متعادل SFدر این رابطه 

) 24هاي جدیـد رابطـه (  بر شرایط مسئله است. با استفاده از پایه

  :آیدبه شکل زیر در می

u,a C  

n n

n ( r , )

n ( r , )

n n n n ( r , )

P | P | P | |

P | P | P | |

P | P | P | |

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

S

S

S

F

F
C

F

1 1

2 2

0 1 1 1 1 1

0 2 1 2 1 2

0 1 1





    



                 (29) 

در ایـن حالـت، از وارون    C پذیري مـاتریس دلیل عدم وارونبه

پنروز (+) در رابطه فوق اسـتفاده شـده اسـت.     -یافته مورتعمیم

) 26هـاي تکـین مشـابه رابطـه (    توابع شکل جدید بـراي المـان  

  :شوندصورت زیر حاصل میبه

P N C                                                           (30) 

در  Sd هاي تکین نیازي به برآورد ضـرایب مجهـول  براي المان

بـه مقـادیر    Ra ) نیست، زیرا این مجهولات هماننـد 27رابطه (

اي، تأثیر هـر دو  مقادیر گره اي مرتبط هستند و ضمن برآوردگره

سـازي، یـک   شود. براي هر المان نیازمنـد غنـی  بخش لحاظ می

دستگاه مختصات محلی به مبدأ نقطه تکین در نظر گرفتـه شـده   

طور کامل نشان داده شـده  الف) جزئیات به -4است. در شکل (

ب) فرض بر این است که نقطـه تکـین در    -4است. در شکل (

پ المـان قـرار دارد. امکـان دارد در اثـر     گوشه پایین و سمت چ

هاي حاصـل داراي هندسـه نـامنظم    بندي، تعدادي از المانالمان

هـا از  باشند که براي رفع این مشکل و یکسان کردن همه المـان 

دستگاه یکه با استفاده از توابع شکل لاگرانژي اسـتفاده   تبدیل به

  :)5شود (شکل می

n

i i

i

x ( , ) x ,



N ξ η

1

      
n

i i

i

y ( , ) y



N ξ η

1

              (31)
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  (الف)                                                                                                     (ب)

  هاي اطراف نقطه تکینشده در اطراف نقطه تکین، ب) مختصات گرههاي غنیبندي شده و المانالمان الف) دامنه اصلی -4شکل 

 

    
  (ب)                  (الف)                                                                                             

,الف) دامنه و مرز اصلی ( -5شکل    ) ب) دامنه و مرز یکه شده ،(,   اي) در سطح یک المان چهار گره  

  

هـاي  هاي تکین لازم است تا روابط بـر مبنـاي متغیـر   براي المان

)r , ( اده شوند. به همین منظور کلیه مشتقات جزئی از بسط د

x( دستگاه y( دستگاه ) بهr ,(    با استفاده از تبـدیلات زیـر

  :شوندبرده می

( )

r cos ( ) r sin ( ) ,
x r


  

    
  

1
1

  

)32 (              
( )

r sin( ) r cos( )
y r


  

    
  

1
1

  

ي بخش هموار مسـئله در ایـن حالـت،    لازم به ذکر است که برا

x( مشتقات جزئی دسـتگاه  y(      توسـط یـک مـاتریس تبـدیل

رسـند و بـه ایـن ترتیـب در     شده مـی (ژاکوبین) به وضعیت یکه

ξ,(دستگاه  η (شوندبازنویسی می:  

n n
i i

i i

i i

n n
i i

i i

i i

( , ) ( , )
x y

,
( , ) ( , )

x y

 

 

  
 

  
  
    
 

   

 

 

N ξ η N ξ η

ξ ξ
J

N N ξ η

η η

1 1

1 1

 

x

y



  
       

   
      

ξ
J

η

1                                                       (33) 
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  اي از المان باشد.هاي مجاور نقطه تکین درحالتی که نقطه مزبور روي گرهمثالی از المان -6شکل 

  

rهـاي مربوطـه در دسـتگاه (   براي بخش تکین نیز انتگرال ,  (

قابل محاسبه هستند. در نهایت ماتریس سختی و بـردار نیرویـی   

شـوند. بـرآورد   صورت زیـر بازنویسـی مـی   در دستگاه جدید به

هـاي  صورت عددي هستند و افزودن پایههاي مربوطه بهانتگرال

گیري لازم در سـطح  غیر از تغییر در تعداد نقاط انتگرالجدید به

    :دیگري بر ساختار آن ندارد هاي مربوطه، تأثیرالمان

   
e

T
S S | | d d ,


 

eK N D N J ξ η  

e e

TT | | d d t | | d
 

   
eF N b J ξ η N J                   (34) 

پس از تشکیل ماتریس سختی و بردار نیرویی براي هر المـان و  

هـاي کلـی سـازه، از مـاتریس اتصـال      منظور تشکیل مـاتریس به

یل عـدم تغییـر در   دلشود. توجه شود که بهمشابه قبل استفاده می

تعداد درجات آزادي، مجهـولات، مشـابه قبـل بـوده و در ایـن      

وجود نخواهد آمد. در نهایت رابطـه کلـی   بخش تغییر خاصی به

  :شودزیر حاصل می

KU F                                                                    (35) 

اه معادلات جبري است که مجهـولات آن  یک دستگ )35(رابطه 

وجود دارند.  F و U بر اساس شرایط مرزي مسئله در بردارهاي

ها و حل دستگاه فوق، با نوشتن رابطه همسازي موجود بین گره

آینـد. بـا وجـود ناپیوسـتگی ذاتـی      دست میتمامی مجهولات به

هـاي  پاسخ حاصل از این روش اجـزاي محـدود در امتـداد لبـه    

واسطه عدم برآورد هاي مجاور آنها بهشده با الماناي غنیهالمان

، تأثیر منفی آن بسـیار نـاچیز بـوده و در    9کامل شرط افراز واحد

در اینجا باید آید. وجود میها بهعمل پیوستگی مناسبی بین المان

دلیل استفاده از یـک بسـط پیوسـته    به این نکته توجه شود که به

بخش تکین پاسـخ، ایـن بخـش از     مشترك بین چند المان براي

هـاي  تکین به همه گـره  هاي اطراف نقطهجواب مسئله در المان

هاي صـورت گرفتـه در   شده وابسته است. بررسیهاي غنیالمان

یـابی بـه نتـایج    این مقاله حاکی از آن اسـت کـه جهـت دسـت    

ــراي درون ــوب، ب ــابی جــواب مســئله در محــدوده درون  مطل ی

اي توابع شکل مربوط به آنهـا را بـه شـیوه   هاي مذکور باید المان

دست آوردن ایـن توابـع شـکل    به دیگر دوباره تشکیل داد. شیوه

دست آوردن توابع شکلی اسـت کـه بـراي حـل معادلـه      مانند به

دسـت آوردن  دست آمد؛ با این تفاوت که براي بـه دیفرانسیل به

 -هـاي همـوار خیـام   ايعلاوه بر بـرآورد چندجملـه   Cماتریس 

هـاي المـان   در گـره  SF شده درونتوابع پایه متعادل سکال وپا

هــاي دیگــر مجموعــه در تمــام گــره SFمــاتریس  نظــر، مـورد 

بنابراین به تعـداد گـره   شوند.شده نیز برآورد میهاي غنی المان

وجـود دارد کـه   هاي مرتبط با نقطه تکین، تابع شکل هاي المان

هـاي مـذکور   اي متناظر با گرهگره از آنها مقادیر ضریب هرکدام

هـاي  اي بـا المـان  عنوان مثال با فرض اینکـه در مسـئله  است. به

صـورت  هاي اطراف نقطـه تکـین بـه   هاي الماناي، گرهچهارگره

اي نشان داده شده بـه  شوند، مقادیر گرهگذاري ) شماره6شکل (

  :هستند شکل ماتریسی چنین

)36  (                                                          u Ca  
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        :هستند چنین uو  aهاي ماتریس

 T
Ma a a a d d d d ,  a 0 1 2 3 1 2 3  

)37(                      T e e e e e eu u u u u u 
 

u 1 2 3 4 5 6
 

در بردار فوق صرفاً مربوط  iaشود که ضرایب لازم است توجه 

و مقـادیر   idبه المان مورد بررسی است، حـال آنکـه ضـرایب    

 هاي متأثر از بخش تکـین در نظـر  متعلق به کلیه گره iuاي گره

هـاي  ) جـواب 6ر شـکل ( طور مثال اگـر د گرفته شده هستند. به

نظـر   درجه مورد 60درون المان سمت راست در راستاي زاویه 

هاي ایـن المـان هـم شـامل     گره Cباشد، براي تشکیل ماتریس 

هـاي  جملات هموار و هم شامل جملات تکین است، ولی گـره 

فقط از جملات تکـین تـأثیر گرفتـه و مقـادیر متنـاظر از       6 و 5

ملات هموار روش اجزاي محدود در این دو گره برابر صـفر  ج

  :شوددر نظر گرفته می

)38     (           

( r , )

( r , )

( r , )

( r , )

( r , )

( r , ) ( M)

x y x y

x y x y

x y x y

x y x y











  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

S

S

S

S

S

S

F

F

F

C
F

F

F

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

6 6

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4

6 4

1

1

1

1

0 0 0 0

0 0 0 0

  

عملیات وارون کردن این ماتریس همچنان از نوع وارون تعمـیم 

ه نشـان داد  پنروز است که در رابطه زیر با علامت  -یافته مور

  :شده است

)39            (                                 u Ca a C u     

در نهایت جواب مسئله در المـان مـورد نظـر بـه ایـن صـورت       

  :شودحاصل می

)40      (                                        ˆ P P  eu a C u   

 ) داراي ابعـاد N( کل جدیـد براي این مثال، ماتریس توابـع ش ـ 

  :بوده و جواب در المان سمت راست به این صورت است 1×6

)41         (                        e
m m

m

ˆP ,    u



 N C u N
6

1

  

) در هر المان، 1براي تشکیل معادله هارمونیک بر مبناي معادله (

لازم است تا عملگر معادلـه دیفرانسـیل و مـاتریس ضـرایب در     

  :صورت زیر بیان شونددستگاه مختصات قطبی به

T sin cos
S cos sin ,

r r r r

      
         

 

D D

D D

 
  
 

D 1 2

2 3

                                                  (42) 

براي دیده شدن اثر تکینگی، روابـط بـر مبنـاي دسـتگاه جدیـد      

)r , شوندنویسی می) با استفاده از تبدیلات زیر باز:  

r ,
r r


 

 
 

1
1

     ,
 
 

 
     

d rdrd r drd


    


2
11

                                 (43) 

ــه ــردار رابطــه (درای ــه 34هــاي مــاتریس و ب ــراي ایــن معادل ) ب

صورت زیر قابل بیان هستند. توجه شود که این عبـارات روي  به

  :شوندشده المان نوشته میمحدوده و مرز یکه

e

e l m l m
lm

N N N N
D D

x x x y

   
      
K 1 2  

l m l mN N N N
D D | |

y x y y

    
     

J2 3  

e el l l lN b | d N t | |d .d
 

    
e
lF J J                 (44) 

براي تعیین توابع شکل مورد نیـاز، رونـد توضـیح داده شـده در     

هـاي معمـولی و   بخش قبل طی شده و توابع شکل بـراي المـان  

شوند. بـا قرارگیـري توابـع شـکل     شده حاصل میهمچنین غنی

) ماتریس سختی و بردار نیرویی بـراي  34ایجاد شده در رابطه (

اسـتفاده از  شـود. پـس از آن بـا    هـا محاسـبه مـی   تک المان تک

دست )، مجهولات مسئله به35ماتریس اتصال و تشکیل معادله (

هاي عـددي در سـطح المـان   آیند. براي برآورد بهینه انتگرالمی

هاي داراي تکینگی با استفاده از روش گـوس، در نظـر گـرفتن    

هاي چهاروجهی، و یا معادل آن نقطه براي المان 7×7یک شبکه 

هـا  کنـد. بـراي سـایر المـان    فایت میوجهی کهاي سهبراي المان

کافی است. در ادامه با حل چند مثال عـددي   2×2 شبکه معمول

  مناسب، توانایی روش سنجیده خواهد شد.
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                     )ج(                                                          (ب)                                                   (الف)                       

  )Rشف (هاي چبیايهایی براي حالات مختلف تعیین شعاع تعریف چندجملهمثال -7شکل 

  

  نتایج -4

هـایی بـه جهـت بررسـی توانـایی و      ه مثـال در این بخش به ارائ

خصوصیات روش در حل مسائل تکین هارمونیک پرداخته مـی 

عنـوان المـان غنـی   هاي اطراف مرکز تکینگی بهشود. کلیه المان

هـاي  ايشعاع تعریف چندجملهشده در نظر گرفته خواهند شد. 

) در روش حاضر برابر بـا فاصـله مبـدأ مختصـات     Rشف (چبی

قطه تکین) تا گره دورتر واقع در همان مرزي اسـت  (منطبق بر ن

منظور درك بهتر، همسایگی نقطـه  که مبدأ روي آن قرار دارد. به

) به نمایش درآمده است. براي 7تکین براي چند مثال در شکل (

اي از المـان واقـع اسـت    حالتی که مبدأ دستگاه قطبی روي گـره 

لمـان بـوده و   ج)، این شعاع برابـر بـا بعـد ا    -7ب و  -7(شکل 

براي حالتی که مبدأ مختصات در وسط دو گره المان قـرار دارد  

بـراي تعیـین   الـف).   -7برابر نصف بعـد المـان اسـت (شـکل     

ماتریس ضرایب متغیر معادله در حالت نـاهمگن بایـد تعـدادي    

اساس آنها تخمـین   نقطه نمونه از داخل دامنه انتخاب کرده و بر

انتخـاب ایـن نقـاط، محـدوده      صورت پذیرد که دامنه مربوط به

    :) است45هاي تکین است. معیار سنجش دقت، رابطه (المان

E

E

N
i i
ex ap

i
avg N

i
ex

i

(u u )

(%)

(u )







  





2

1

2

1

100     Ei ,..., N , 1      (45) 

i در رابطه فوق
exu دست آمده از پاسخ دقیق مسئله و یا پاسخ به

i ام و i در نقطه دودافزار اجزاي محتحلیل مثال در نرم
apu   نیـز

پاسخ تقریبی مربوط به همان نقطه است که با اسـتفاده از روش  

 EN آیـد. دست میحاضر و یا روش اجزاي محدود معمولی به

بندي است. این نقاط مـی تعداد کل نقاط موجود در شبکه المان

ن و یا روي مرز آنها انتخـاب شـوند کـه در    توانند داخل هر الما

اي هستند. در ادامه تأثیر قابـل توجـه   این تحقیق همان نقاط گره

هاي متعادل شده تکین در روش اجـزاي محـدود   استفاده از پایه

 توان شاهد بود.  در مقایسه با روش اجزاي محدود معمولی را می

  

  مسئله موتز -4-1

مسـائل داراي تکینگـی    ترینوفجزء معر توانرا می موتز مسئله

بار توسط موتز در اولین شمار آورد کهبه با معادله حاکم لاپلاس

و تـاکنون   ]27شـد [  بررسـی  10روش آزادسـازي  به 1947 سال

بـه  عـددي  هـاي روش از بسیاري کارآمدي و دقت مقایسه براي

است. هندسه و شرایط مـرزي مسـئله در شـکل     شده کار گرفته

) برابر 1ده است. ضرایب معادله بر طبق رابطه () نشان داده ش8(

)D 1 1،D 2 Dو  0 3 شود. پاسخ دقیـق  ) درنظر گرفته می1

صـورت رابطـه   این مسئله در مختصات قطبی در قالب سري بـه 

  قابل بیان است: )26(

)46          (                           
i

i

i

a r cos i
 



  
   

  


1

2

0

1

2
  

] معرفـی  26کـه در مرجـع [   ia براي نمونه تعدادي از ضـرایب 

اند. هر چنـد بـا تعـداد    ) به نمایش درآمده1اند، در جدول (شده
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3و  1هاي لدامنه حل و شرایط مرزي مسئله موتز در مثا -8شکل   

 

  در حل تحلیلی مسئله موتز ia ضرایب -1 جدول

a7  a6  a5  a4  a3  a2  a1  a0  

087/0- 275/0 331/0 440/1 070/8- 240/17 660/87 160/401 

  

     
 (ب)                                                                                              (الف)      

  ) واقع باشد.2)، ب) روي گره (حالت 1هاي المان (حالت بندي درحالتی که نقطه تکین: الف) بین گرهالگوي المان -9شکل 

  

محدودي از جملات ابتدایی سري می توان بـه پاسـخ بـا دقـت     

جملـه سـري    30کافی رسید، اما براي مقایسه عملکرد روش از 

  ] آمده استفاده خواهد شد.28مرجع [

دلیـل تغییـر ناگهـانی شـرایط مـرزي در مبـدأ مختصـات        به  

)r 0   آیـد.  وجـود مـی  بـه  5/0) یک تکینگی ضعیف بـا مرتبـه

همـراه محـل   بندي منظم براي مسئله حاضر بـه اي از شبکهنمونه

هـاي  قعیـت المـان  مبدأ دستگاه مختصات قطبـی و همچنـین مو  

    ) نمایش داده شده است.9مرکب (هاشورخورده) در شکل (

Sهاي حـل ( با انتخاب مناسب پارامتر  
rO  10 ،S

tO  و  25

/   0 ) 10) مثال مذکور تحلیل شده و در نمودار شـکل ( 1

روش حاضـر و حـل بـه    دست آمده از حل بـا  درصد خطاي به

همراه با شیب همگرایی در برابـر   روش اجزاي محدود معمولی

بعد المان نمایش داده شده است. از آنجـا کـه در روش اجـزاي    

هـاي مجـاور آن اسـت و    تکین بر المان محدود تأثیر عمده نقطه

شـوند، درصـد   ها کمتر از وجـود تکینگـی متـأثر مـی    سایر المان

ــاره در  ــانگین دوب ــاي می ــدوده خط ــکل ( مح ــه در ش ) 11اي ک

شود، زیرا به ناحیه اثـر تکینگـی   مشخص شده است محاسبه می

گیرد. بنابراین انتظار مـی تر بوده و تأثیر بیشتري از آن مینزدیک

هـاي همـوار در ایـن    هاي مبتنی بر پایـه رود کیفیت پاسخ روش

  تري داشته باشند.محدوده دقت پایین

 دسـت آمـده  هاي بهجواب ) درصد خطاي12نمودار شکل (  

2از حل با روش حاضر و نیز روش اجزاي محـدود در حالـت   
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  1نمودار لگاریتمی درصد خطاي میانگین در برابر بعد المان در مثال  -10شکل 

  

  
  1ه در محاسبه درصد خطاي میانگین در مثال نزدیک به نقطه تکین، مورد استفاد محدوده -11شکل 

  

  
  نمودار لگاریتمی درصد خطاي میانگین در برابر بعد المان در مثال  -12شکل 
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  هاي مجاور تکینگی با استفاده از:تراز پاسخ مسئله موتز در المانهاي هممنحنی -13شکل 

  الف) جواب دقیق، ب) روش اجزاي محدود و ج) روش حاضر 

  

) را نشان 11ازاي مقادیر مختلف بعد المان در محدوده شکل (به

رود اختلاف بین کیفیت حل دو طور که انتظار میدهد. همانمی

گر عملکرد مـؤثر روش حاضـر   شیوه مذکور بیشتر شده که نشان

 براي مقایسهخ است. است. نکته دیگر بهبود شیب همگرایی پاس

بهتر عملکرد روش حاضـر بـا روش اجـزاي محـدود در ناحیـه      

) و همچنـین  uتراز پاسخ (هاي همتکین، منحنی نزدیک به نقطه

y )uمشتق آن نسبت به  y   10×20بنـدي  ) حاصـل از شـبکه 

انـد. متـذکر   ) رسم شده14) و (13هاي (در شکل 2براي حالت 

 هـاي پاسـخ  تفـاوت منحنـی   دلیل محسوس نبودنبه د کهشومی

 روش اجزاي محـدود و روش حاضـر در نـواحی دور از نقطـه    

  

 (الف)

 (ج) (ب)
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 ترازهاي هممنحنی -14شکل 

u

y




  مسئله موتز با استفاده از: الف) جواب دقیق، ب) روش اجزاي محدود، ج) روش حاضر 

  

هاي هاي مذکور تنها در محدوده سطح درون المانین، منحنیتک

  شود.تکین بررسی می

براي درك بهتر اثرات مثبت افزودن بخش تکین اضافه شـده  

تکین و در فواصـل   هاي مجاور نقطههاي هموار در المانبه پایه

 60نزدیک به تکینگی، نمودار مقادیر پاسـخ مسـئله در راسـتاي    

 10×19بنـدي  با شبکه المان 1تز براي حالت مو درجه در مسئله

 هـا در المـان تکـین و    رسم شده است. قسـمتی از ایـن جـواب   

)15هاي هموار اسـت. نتـایج در شـکل (   قسمتی دیگر در المان

)ف(ال  

ج)( (ب)  
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  درجه 60در راستاي  1اي پاسخ مثال مقایسه نتایج حاصل از حل دقیق، حل با روش اجزاي محدود و حل با روش حاضر بر -15شکل 

  

 
  هاي معمولی.شده و المانهاي غنیمرز بین المان -16شکل 

  

نشان داده شده اسـت کـه نشـان از تطـابق بسـیار خـوب روش       

  حاضر با حل دقیق در مقایسه با روش اجزاي محدود دارد. 

شـده و  هـاي غنـی  مـان منظور بررسی ارتبـاط حـل بـین ال   به  

هاي ایـن مسـئله   ) پیوستگی پاسخ18معمولی، در نمودار شکل (

تر براي حالت هاي مذکور به شکل دقیقهاي بین المانروي مرز

هاي اطراف نقطه تکین و ) المان16شود. در شکل (بررسی می 2

در امتـداد مـرز ناحیـه     eتـا   a مرزهاي مورد بررسـی (از نقطـه  

اند. براي نشان دادن پیوستگی مشخص شدههاشورخورده) براي 

نمایش دادن مقادیر پاسخ مسئله روي مرزهـا در کنـار یکـدیگر،    

هاي مشخص شده اختصـاص یافتـه اسـت تـا     مختصاتی به گره

راستا را در امتداد محور افقی نمودار نشان بتوان مرزهاي غیر هم

وجـود اینکـه    ) با18)، با توجه به نمودار شکل (17(شکل  دهد

هاي دو سمت مـرز از نـوع مشـابهی    توابع شکل در سطح المان

توان گفت پیوستگی به شکل مناسبی برقرار است. در نیستند، می

منظور تعیین الگویی براي هاي لازم بهقسمت بعدي مثال بررسی

گیري عـددي در  یند انتگرالاتنظیم تعداد نقاط گاوس لازم در فر

انجـام خواهـد گرفـت. در    هاي داراي پاسخ ترکیبـی  سطح المان

) نمودار درصد خطا در برابر تعداد نقاط گوس در هر 19شکل (

 رسم شده 10×20بندي مثال حاضر با شبکه 2راستا براي حالت 

 نشده همچنـان هاي غنیاست. شایان ذکر است که در سایر المان
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  1هاي تکین در مثال هاي روي مرز الماناي گرهشده برمختصات در نظر گرفته -17شکل 

  

  
  17و  16هاي هاي مسئله موتز در امتداد مرزهاي مشخص شده در شکلمقایسه پاسخ -18شکل 

  

 
  ي مرکبهانمودار درصد خطا در برابر تعداد نقاط گاوس در سطح المان -19شکل 

  

طـور کـه مشـاهده مـی    شود. هماننقطه گاوس استفاده می 4از 

بیشتر شود تغییـر   5شود، هنگامی که تعداد نقاط در هر راستا از 

  آید.وجود نمیچندانی در درصد خطا به

  

   شکل L مسئله هارمونیک روي ناحیه -4-2

شکل با هندسه و  L لاپلاس روي ناحیه در این مثال، حل مسئله

الـف) و بـر اسـاس ضـرایب      -20یط مرزي مطابق شـکل ( شرا

D) برابـر ( 1معادله طبق رابطه کلـی (  1 1،D 2 Dو  0 3 1 (
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  (ب)                                                                                             (الف)      

  2شکل در مسائل مثال  L هندسه و شرایط مرزي ناحیه -20شکل 

  

 

  هاي اطراف نقطه تکینو نمایش المان 2 بندي روش حاضر در مثالالمان -21شکل 

  

صـورت یـک سـري در    شـود. حـل ایـن مسـئله بـه     مـی بررسی 

  :) ارائه شده است47مختصات قطبی طبق رابطه (

n ( i )

ex i

i

u a r sin ( i )  




 
   

 


2
2 1

3

1

2
2 1

3
                      (47) 

] ارائـه شـده اسـت. در    29در سري بالا در مرجـع [  ia ضرایب

2 ساختار فرمول بالا عبارت تکین از مرتبه
3

وجـود دارد. ایـن    

صورت استاندارد اجزاي محـدود  مسئله به روش حاضر و نیز به

هـاي ناحیـه هاشـورخورده بـا توابـع پایـه       شده است. المان حل

بـا انتخـاب مناسـب     ).21اند (شکل شده شده تکین غنیمتعادل

Sپارامترهاي حـل ( 
rO  10، S

tO  /و  25   0 ) مسـئله  1

) درصـد خطـاي   22مورد تحلیل واقع شده و در نمودار شـکل ( 

دست آمده از حل با روش جدید و حـل بـا روش   هاي بهجواب
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  2نمودار لگاریتمی درصد خطاي میانگین در برابر بعد المان در مثال  -22شکل 

  

 
   2 تحلیلی، روش اجزاي محدود و روش حاضر براي تابع حل در مثالمقایسه نتایج حاصل از حل نیمه -23شکل 

  درجه 120ب) در راستاي  -20(شکل 

  

ازاي مقادیر مختلف بعد المان نمایش داده شده اجزاي محدود به

صـد خطـا و شـیب    شود که هـر دو مـورد در  است. مشاهده می

  همگرایی پاسخ نسبت به حالت استاندارد بهبود یافته است.  

اي از جواب تقریبی مسئله بـه دو  ) مقایسه23نمودار شکل (

 20×20بندي درجه با شبکه المان 120روش مذکور در راستاي 

 دهد. در نزدیکی نقطـه تحلیلی آن نشان میرا نسبت به حل نیمه

نظـر، از   واب مسئله در المان مورددست آوردن جتکین براي به

شـود و پـس از   ) اسـتفاده مـی  40) تا (38روابطی مانند روابط (

صـورت  تشکیل مجدد توابع شکل در ساختار جدید، جواب بـه 

از نظـر ابعـاد    Nآید. در ایـن وضـعیت   دست می) به48رابطه (

  :خواهد بود 1×8ماتریسی به بعد 

)48     (                         e
m m

m

ˆP   ,    u



 N C N u
8

1

    

مطابق  عدم وجود جمله مهمی که در این مثال وجود دارد، نکته

 اي وهـاي اولیـه در امتـدادهاي زاویـه    تکینگـی در پایـه   با مرتبه

r/ شعاعی است که در این مثال باید جزئی برابر 6 باشد. ایـن   66

 [
 D

O
I:

 1
0.

47
17

6/
jc

m
e.

39
.2

.6
24

2 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

22
87

69
8.

13
99

.3
9.

2.
7.

7 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 iu

tjo
ur

na
ls

.iu
t.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
5-

20
 ]

 

                            20 / 28

http://dx.doi.org/10.47176/jcme.39.2.6242
https://dorl.net/dor/20.1001.1.22287698.1399.39.2.7.7
http://iutjournals.iut.ac.ir/jcme/article-1-828-fa.html


  حمد صالحیمپرور، نیما نورمحمدي و علیامید باطنی

        

  139  1399 زمستان، 2 ه، شمار39هاي عددي در مهندسی، سال روش

 
  2نمودار لگاریتمی درصد اختلاف پاسخ مسئله با حل نسبتاً دقیق در برابر بعد المان در مثال  -24شکل 

  

هـاي  توانایی این روش در مدل کردن مرتبـه  دهندهموضوع نشان

وجـود جمـلات معـادل آنهـا در     مختلف تکینگی بدون نیـاز بـه  

حل مسـائل داراي   همی در زمینههاي تقریب است که قدم مپایه

  رود.شمار میتکینگی ضعیف به

هـاي  منظور مقایسه بهتـر روش حاضـر بـا روش   در ادامه به  

شـکل بـا شـرایط مـرزي      Lدیگـري در ناحیـه    موجود، مسـئله 

ب).  -20شـود (شـکل   متفاوت به دو روش مورد بحث حل می

اب دلیل در دسترس نبودن جواب دقیق، براي رسیدن بـه جـو  به

اسـتفاده   COMSOLافـزار تجـاري   معیار با دقت مناسب از نـرم 

شده است که عملکرد دو روش ذکر شده را بتوان با آن مقایسـه  

به دو روش مذکور و  ها، مسئلهکرد. براي مقایسه عملکرد روش

شود و سـپس در مقایسـه بـا    حل می 12×12بندي با شبکه المان

بندي بسـیار  با المان پاسخ استخراج شده از روش اجزاي محدود

  آید.دست میریز، درصد خطاي میانگین به

Sبا انتخاب مناسب پارامترهـاي حـل (    
rO  10،S

tO  و  25

/   0 ــودار شــکل ( 1 ــل شــده و در نم ) 24) مســئله تحلی

ئه شـده اسـت.   درصد اختلاف پاسخ مسئله با حل نسبتاً دقیق ارا

و  18×18 ،12×12 ،8×8 هاي مورد بررسـی بـه ابعـاد   بنديشبکه

(در مربع فرضی محیط بر دامنه حل) هستند. با دقت در  24×24

هاي بسـیار  شود در روش حاضر با تعداد الماننتایج ملاحظه می

تري با پاسخ حاصل از شبکه متراکم المـان در  کمتر، تطابق دقیق

خوبی تأثیر شود. این مثال نیز بهمی روش اجزاي محدود حاصل

  دهد. مثبت روش پیشنهادي را نشان می

  

   مسئله هارمونیک در محیط ناهمگن -4-3

بندي دامنه حل در این ساختار دامنه و شرایط مرزي و نیز شبکه

صـورت  ). ضرایب معادله به8) است (شکل 1مثال همانند مثال (

   :زیر هستند

( x)
D cos ,

 
 1

1
2

2
       D ,2 0          D 3 1         (49) 

صورت شده تکین بهسایر پارامترهاي مربوط به توابع پایه متعادل

S
rO  10 ،S

tO  /و  25   0 راي اند. بدر نظر گرفته شده 1

rmتخمین ضرایب متغیر معادله نیز  m  اختیـار شـدند.    5

بار بـا در نظرگیـري شـبکه بـا     )، یک1در این مثال همانند مثال (

الف) و بار دیگـر بـا    -9در شکل  1المان (حالت  10×19تعداد 

ب)  -9در شکل  2(حالت  10×20بنديانتخاب یک شبکه المان

شود. شعاع تعریف حـل تکـین برابـر بـا     می اقدام به حل مسئله

ترین گره المان تکـین از مرکـز مختصـات اسـت،     فاصله نزدیک

aR، 1بنابراین براي حالت  
2

خواهـد   R=a، 2و براي حالت  

ــین    ــراي تخمـ ــه بـ ــاط نمونـ ــري نقـ ــه در نظرگیـ ــود. دامنـ بـ
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 3طاي میانگین در برابر ابعاد المان براي مسئله هارمونیک در مثال درصد خ -25شکل 

 

 درصد خطاي میانگین در روش اجزاي محدود و روش حاضر -2جدول 

 درصد خطاي میانگین روش اجزاي محدود روش حاضر

1حالت  2حالت    

510/0  291/0  093/1  (%)avg  

 

a برابر 1راي حالت ماتریس ضرایب متغیر معادله ب b   و بـراي

a برابر 2حالت  b2   نقطـه در هـر راسـتا     20است؛ که تعـداد

ها انتخاب شـده اسـت. درصـد خطـاي میـانگین      روي این دامنه

ENبرآورد شده در این مثال با تعداد    ) و1براي حالت ( 220

EN  بـا اسـتفاده از روش اجـزاي محـدود      2براي حالت  231

معمولی و همچنـین روش حاضـر در هـر دو حالـت بـه شـرح       

ب) تأثیر کـاهش   -25دست آمده است. در شکل () به2جدول (

ها بر افزایش دقـت مسـئله بـا روش اجـزاي محـدود      ابعاد المان

ود. پاسـخ نسـبتاً   شمعمولی و همچنین روش حاضر مشاهده می

بنـدي بسـیار ریـز در روش اجـزاي     دقیق مسئله بر اساس المـان 

  محدود حاصل شده است.  

شود که تجهیز تنها یـک یـا دو المـان در ناحیـه     مشاهده می 

شده تکین، سـبب شـده تـا بـا     هاي متعادلداراي تکینگی به پایه

نرخ همگرایی بسـیار بهتـري نسـبت بـه روش اجـزاي محـدود       

تراکم مشابه شبکه المان، به دقت بهتـري نیـز دسـت     معمولی با

یابد و این نشان از توانایی روش حاضر اسـت. همچنـین بـراي    

مقایسه بهتر پاسخ و سنجش چگـونگی تطـابق آن بـا پاسـخ بـه     

) بـراي  26افـزار اجـزاي محـدود، در شـکل (    دست آمده از نرم

 زاویه  60  و تا شعاعa
2

مقـدار تـابع حـل     1براي حالت  

تـوان اسـتنباط   شود. با توجه به این نمودار میمسئله سنجش می

کرد که روش حاضر توانسته تا نزدیکی مرکـز تکینگـی انطبـاق    

مناسبی را با پاسخ مرجع فراهم کند. در این شکل کاملاً مشـهود  

ایی قـادر بـه   تنههاي هموار روش اجزاي محدود بهاست که پایه

هاي تکین همسو کردن خود با پاسخ نبوده و اثر اضافه شدن پایه

 وضوح آشکار است.  به آنها به

هـاي تکـین در بهبـود    براي نشان دادن تأثیر اضافه شدن پایه 

ــابع     ــتقات تـ ــه مشـ ــوط بـ ــودار مربـ ــخ، نمـ ــتقات پاسـ مشـ

)u / x, u / y    بـــراي راســـتاي  2) در حالـــتr و زاویـــه 

  135 27افزار در شـکل ( در مقایسه با پاسخ حاصل از نرم (

ــت    ــایج در حال ــوب نت ــت خ ــت. مطابق ــده اس ــایش داده ش نم
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a تا شعاع 1درجه از مبدأ براي حالت  60در راستاي  u تغییرات تابع حل -26شکل 
2

 3ر مثال د 

  

  

  
u تغییرات الف) -27شکل  / x   (و بu / y   درجه تا شعاع 135در راستاي a  3در مثال 

 (الف)

 )ب(
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S رصد خطا در برابر تغییراتنمودار تغییرات د -28شکل 

tO ازاي مقادیر مختلفبه    

 

هـاي تکـین در   ترکیبی با پاسخ نسبتاً دقیق، نشان از توانایی پایـه 

هاي هموار روش اجزاي محدود اسـت. ایـن در حـالی    کنار پایه

محـدود معمـولی،   است که رفتار مشتقات تابع در روش اجزاي 

  کاملاً متفاوت با واقعیت مسئله است.

  

  تعیین پارامترهاي روش در حل مسائل تکین -4-4

هاي صورت گرفته در مقالـه حاضـر، تغییـر در    بر اساس بررسی

S هاي مورد استفاده ازبر مرتبه β پارامتر
rO و S

tO    .مـؤثر اسـت

ي مشاهده چگونگی این تأثیر، مسئله موتز با اختصاص یـک  برا

) و Rشـف ( هاي چبـی ايمقدار ثابت به شعاع تعریف چندجمله

 بـه پـارامتر   2/0و  1/0، 05/0 سه مقدار     شـود.  حـل مـی

10 بندي این مسئلهشبکه مان برابر با بعد ال Rبوده و شعاع  20

) با ثابت 29) و (28هاي (در نظر گرفته شده است. نمودار شکل

S هايفرض کردن یکی از پارامتر
rO و S

tO  و تغییر دادن پارامتر

دست آمـده و بررسـی  اند. با استفاده از نتایج بهدیگر ترسیم شده

 راي انتخـاب مقـادیر مناسـب   هاي صورت گرفته، پیشنهاداتی ب ـ

S
rO  وS

tO  در مسئله هارمونیک براي مقـادیر β  وγ   در جـدول

    ) ارائه شده است.3(

بار دیگر ضمن حل مسئله مـوتز بـا اسـتفاده از پارامترهـاي       

)، نمودار تغییرات درصد خطا در برابر شعاع محـدوده  3جدول (

) رسـم  30) در شـکل ( Rشـف ( هاي چبـی ايریف چندجملهتع

براي رسیدن به بهترین نتیجه  Rترین مقدار شده است تا مناسب

هر سه مسئله هارمونیک مطرح شـده در ایـن    تعیین شود. با حل

) نمایش داده شده است. 4بخش، مقادیر درصد خطا در جدول (

ها یکسان شف در همه مثالهاي چبیايشعاع تعریف چندجمله

  و برابر با بعد المان است.

هاي صورت گرفته، انتخـاب  با توجه به نتایج فوق و بررسی  

/   0 با توجه بـه حجـم عملیـات حـل مسـئله و دقـت        1

تري است. استفاده از این عـدد منجـر بـه    حاصل، گزینه مناسب

ر نسـبت  تتعداد جملات کمتر و در نتیجه هزینه محاسبات پایین

دلیـل  و احتمال بروز خطاي کمتر بـه  1/0تر از به مقادیر کوچک

شود و از طرف دیگر، کیفیـت  هاي حاصله میبدرفتاري ماتریس

بازسازي پاسخ مسـئله در نزدیکـی مبـدأ مختصـات نسـبت بـه       

بهتر اسـت. بـراي مشـخص کـردن ایـن       1/0تر از مقادیر بزرگ

س سـختی مسـئله   ماتری 11موضوع از بررسی تغییرات عدد شرط

بـه شـکل زیـر     12موتز و تعریف پارامتري به نام شبه عدد شرط

  ]:30شود [استفاده می

max
c

min

S
P

S
                                                        (50) 
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Sنمودار تغییرات درصد خطا در برابر تغییرات -29شکل 

rO ازاي مقادیر مختلفبه     

  

S مقادیر مناسب براي -3جدول 
rO و S

tO ازاي مقادیربه β مختلف  

γ = β  S
rO  S

tO  

05/0  20 50 

10/0  10 25 

20/0  5  13 

  

  
  به بعد المان) R( شفهاي چبیاينمودار تغییرات درصد خطا در برابر تغییرات نسبت شعاع تعریف چندجمله -30شکل 
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  β مقایسه درصد خطاي میانگین در برابر -4 جدول

درصد خطاي میانگین (%)avg  

مورد دوم -2 مثال   مورد اول -2مثال  2حالت  -1مثال        
300/0  059/0  176/0  05/0  

290/0  053/0  172/0  10/0  

317/0  052/0   210/0   20/0  

  

  
  اندر برابر تغییرات بعد الم cP نمودار تغییرات -31شکل 

  

حـداکثر و حـداقل قـدر مطلـق      minS و maxS در رابطه فـوق 

 cP . تغییـرات شـود میغیر صفر ماتریس مطالعه  13مقادیر منفرد

 در برابر ابعـاد مختلـف المـان و بـراي         هـاي مختلـف در

) نمـایش داده شـده اسـت. مشـاهده     31موتز در شـکل (  مسئله

تـر  شود کـه بـا انتخـاب مقـادیر بـزرگ     می     عـدد شـرط ،

شود. همچنین وضـعیت مناسـب مـاتریس    تري نتیجه میکوچک

/ازاي مقادیر سختی به   0  در این شکل مشخص است. 1

بـراي   1/0 تفاده از مقـادیر غیـر از  دیگـر آن اسـت کـه اس ـ    نکته

       هـاي  منجر به ایجاد ناهمـاهنگی در شـعاع تعریـف پایـه

  شود. به بهترین جواب می رسیدن تکین براي

  

  گیرينتیجه -5

سازي بر مبنـاي اسـتفاده از توابـع    در تحقیق حاضر یک تکنیک غنی

هـاي مجـاور نقـاط    در المانشده تکین براي بهبود پاسخ پایه متعادل

داراي تکینگی در روش اجزاي محدود ارائه شده است. ایـن المـان  

شـده تکـین   هـاي متعـادل  هاي هموار، به پایهها علاوه بر داشتن پایه

خــوبی بــا شــرایط مســئله انــد تــا بتواننــد خــود را بــهتجهیــز شــده

اي ه ـخصوص در نزدیکی نقطه تکین وفق دهند. با استفاده از پایهبه

هـاي همـوار در روش اجـزاي محـدود بـراي      مذکور در کنـار پایـه  

توان با تعـداد بسـیار کمتـري المـان و بـا      مسائل داراي تکینگی، می

دقت قابل قبولی به پاسخ دقیق مسئله نزدیـک شـد. ایـن در حـالی     

است که اگر از روش اجزاي محدود معمولی براي حل این مسـائل  

بندي بسیار کوچـک شـود   باید الماناستفاده شود، براي بهبود پاسخ 

اي هـر  که مستلزم زمان و هزینه زیادي است. در تعیین مقـادیر گـره  

هـاي تکـین مجـاور نیـز مشـارکت      هاي مربوط به المـان المان، گره

ها نقش اساسـی دارنـد. نتـایج    داشته و در پیوستگی پاسخ بین المان

در بهبـود  تحقیق حاضر بیانگر تأثیر قابل توجـه تکنیـک پیشـنهادي    

 پاسخ در مجاورت تکینگی است.  
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  نامهواژه

1. extended  finite  element  method 
(XFEM) 

2. element free galerkin (EFG) 
3. stress intensity factors (SIF) 
4. collocation trefftz method  
5. functionally  graded  materials 

(FGM) 
6. extended  iso-geometric  analysis 

(XIGA) 
7. Moore-Penrose pseudo-inverse 
8. conectivity matrix 
9. partition of unity (PU) 

10. relaxation method 
11. condition number 
12. pseudo condition number 
13. singular values 
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