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  هاي ساندويچي متقارن توسعه روش نوار محدود دقيق براي ارتعاش آزاد ورق
  ممتد داراي سرعت در امتداد طولي 

  
  

   ۲و مجتبي ازهري *۱الدين حاتمي شهاب، ۱محمدرضا سلطاني
  دانشکده فني و مهندسي، دانشگاه ياسوج. ١

  دانشکده مهندسي عمران، دانشگاه صنعتي اصفهان. ۲
  
  

  )٢٨/١١/١٣٩٢ :دريافت نسخه نهايي -٢٥/١٠/١٣٩١: لهدريافت مقا(
 
  

هاي طبيعي ورق نازک ساندويچي ناهمسان در ضخامت متقـارن داراي حرکـت    در اين مقاله، روش نوار محدود دقيق براي استخراج فرکانس - چكيده 
تابع تغيير شکل هر نوار، در راستاي عمـود  . شود تقسيم مي براي اين منظور، ورق مورد بررسي به تعداد معدودي نوار محدود. شود محوري توسعه داده مي

اي که معادله ديفرانسيل حرکـت   گونه صورت نمايي خواهد بود به بر حرکت محوري به شکل توابع مثلثاتي فرض شده و تابع تغيير شکل در راستاي ديگر به
و نيروهاي خطوط گرهي،   بدين ترتيب با تعريف بردارهاي تغيير مکان. نمايدورق ساندويچي مبتني بر تئوري کلاسيک ورق و شرايط مرزي مسئله را ارضاء 

صفحه، تـوان کسـر حجمـي     هاي ارتعاش آزاد، سرعت محوري، نيروهاي دورن صورت تابعي غيرجبري از فرکانس ماتريس سختي دقيق هر نوار محدود به
با تشکيل ماتريس سختي کل ورق در حـال حرکـت، امکـان محاسـبه     . گردد مي هاي ناهمسان و ساير پارامترهاي هندسي و مصالح مسئله استخراج لايه

. گردد صفحه برروي تعدادي غلتک موازي در حال حرکت است، فراهم مي که تحت نيروهاي درون ساندويچي در حالي  هاي ارتعاش آزاد دقيق ورق فرکانس
نتـايج دقيـق   . شـود  ، صحت و دقت روش نوار محدود دقيق توسعه يافته تأييـد مـي  دست آمده با نتايج تحقيقات ساير محققين هاي به با مقايسه فرکانس

    .کار گرفته شود هاي عددي به عنوان مرجعي جهت بررسي صحت و دقت ساير روش تواند به دست آمده از اين تحليل مي به
  .، نوار محدود دقيق، حرکت محوريارتعاش آزاد، ورق ساندويچي، مواد ناهمسان در ضخامت، تئوري کلاسيک ورق:  كليديواژگان 
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Abstract: In this article, an exact finite strip method is developed for free vibration of axially moving thin 
sandwich plate made of functionally graded material (FGM). For this purpose, the plate is divided to several finite 
strips. Displacement function of the strip along direction perpendicular to moving direction is assumed sinusoidal. 
The function along another direction has an exponential form as satisfies the differential equation governing the 
vibration of such sandwich plates and the boundary conditions of the problem. By defining nodal displacement 
and nodal forces at any line of a finite strip, the exact stiffness matrix of the strip is extracted. This matrix is a 
transcendental function of natural frequencies, axial speed, membrane forces, volume fraction exponent, and 
other parameters of geometry and material characteristics of the problem. Using global stiffness matrix of the 
plate, the natural frequencies of the plate which is under in-plane forces and moves on several rollers are 
calculated. Comparison studies are performed to verify the validity of the present results. The exact vibration 
solutions obtained for such plates are indeed valuable as they serve as important benchmark solutions for 
checking the convergence and accuracy of numerical methods for the analysis of such plates. 
 
 
Keywords: Free vibration, FGM, plate, Exact Finite Strip, Classical Plate Theory. 
 

  فهرست علائم
b   بعد ورق در راستايx  tT  خواص ماده در سطح بالايي  
c  سرعت محوري نرمال شده  bT  خواص ماده در سطح پاييني  

D  سختي خمشي ورق  t  زمان  
( )jE   مدول الاستيسيته لايهj v   سرعت محوري در راستايx  

h  ضخامت ورق  cV  کسر حجمي  
i   1−واحد موهومي برابر  w  جايي عمود بر صفحه ورق جابه  
j  شماره لايه  z  محور مختصات عمود بر صفحه ورق  
k  علائم يوناني  صفحه ورق بعد درون هاي بي نيروي    
L   بعد ورق در راستايy  α  نسبت طول به عرض  
l   بعد يک نوار ورق در امتدادx  β  نسبت ضخامت به طول  

, ,x y xyM M M  گشتاورهاي داخلي ورق  ( )jρ   چگالي در لايهj  
,x yN N  صفحه ورق هاي درون نيروي  bρ  اي در سطح پاييني چگالي ماده  

n  شماره لايه  tρ  اي در سطح بالايي چگالي ماده  
p  توان کسر حجمي  ω فرکانس ارتعاش آزاد ورق  

,x yQ Q  هاي برشي ورق نيروي  Ω  بعد شده ارتعاش ورق فرکانس بي  
( )nS λ  ماتريس سختي نوار محدود  ϑ  ضريب پوآسون  

( ) ( )jT z  
مانند چگالي، الاستيسيته  jيکي از خواص لايه 
      يا ضريب پوآسون
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  مقدمه -١
کاربردهـاي زيـادي در    ۱اجسام پيوسته داراي حرکـت محـوري  

هـا هنگـام توليـد،     الياف منسوجات و کامپوزيـت . صنعت دارند
ها و زنجيرهاي انتقال نيـرو، تيغـه    کابل ترامواهاي هوايي، تسمه

هاي کاغذ، پلاستيک و  هاي نواري، نوارهاي مغناطيسي، ورقه اره
هاي نازک فلزي در مسير توليد  رقهو و کامپوزيت در حين توليد

  .و فرآوري از جمله اين کاربردها هستند
ارتعاش عمدتاً يک پديده ناخواسته در اجسام داراي حرکت   

هاي ايـن اجسـام در    اما در عين حال از مشخصه. محوري است
عنوان نمونه، حرکت جانبي در تيغـه   به. باشد هاي بالا مي سرعت
کيفيـت سـطوح بـرش گرديـده و     هاي نواري باعث کـاهش   اره

در نوارهاي مغناطيسي که براي ثبت . دهد ضايعات را افزايش مي
ها برروي آنها از حرکـت محـوري نـوار مقابـل يـک اهـرم        داده

شـود، ارتعـاش نـوار در مقابـل اهـرم باعـث ورود        استفاده مـي 
هاي  در صنعت چاپ، ارتعاش ورق. گردد هاي اشتباه مي سيگنال

شـود و ارتعـاش    کاهش کيفيت چـاپ مـي  کاغذ متحرک باعث 
شود  هاي فولادي در خط پيوسته گالوانيزاسيون، موجب مي ورق

  .که ضخامت لايه فلزي روي، يکنواخت نگردد
در مواردي که بعـد جسـم متحـرک در راسـتاي عمـود بـر         

هـاي کاغـذ و فـولاد در     حرکت قابل ملاحظه باشد، ماننـد ورق 
اي قابــل اعتمــاد، ه ـ حـال حرکــت، بـراي دســتيابي بـه جــواب   

در ايـن ميـان در مـوارد    . سازي دو بعـدي ضـروري اسـت    مدل
مثلا : خاصي استفاده از مدل دو بعدي اهميتي دوچندان مي يابد

وقتي كه نيروي محوري غيريكنواخت در عـرض ورق متحـرك   
اعمال مي شود، بارهاي گسترده غيريكنواخت بر صفحه اعمـال  

سـازي   برخلاف مدل .شدشود و يا ورق متحرك ايزوتروپيك نبا
يک بعدي اجسام متحرک که تحقيقـات بسـيار زيـادي روي آن    

سازي دو بعـدي   انجام شده و قدمتي بيش از يک قرن دارد، مدل
در ادامـه، مطالعـات   . کـار رفتـه اسـت    در مطالعات محدودي به
گيـري از مـدل دو بعـدي ورق يـا غشـاء       صورت گرفته با بهره
  .بررسي خواهد شد

هاي در حال حرکت محوري با دو  بعدي ورق سازي دو مدل
در مـدل غشـاء از صـلبيت    . مدل غشاء و ورق قابل انجام است

که در مدل ورق علاوه  شود، در حالي نظر مي خمشي ورق صرف
صــفحه، لنگرهــاي خمشــي نيــز در صــفحه  بــر نيروهــاي درون
. گذارنـد  هاي آن اثر مي اند و بر تغيير شکل متحرک قابل محاسبه

هـاي متحـرک بـا صـلبيت      شاء براي حل مسـائل ورق تئوري غ
باشد ولـي بـراي حـالتي کـه صـلبيت       خمشي ناچيز مناسب مي

نظر کـردن نيسـت، اسـتفاده از     خمشي ورق متحرک قابل صرف
  .هاي قابل قبول الزامي است تئوري ورق براي دستيابي به پاسخ

ارتعاش آزاد جانبي يک غشـاء در حـال    ]۱[نيمي و پراميلا   
آل را با استفاده از روش اجزاء محدود  حرکت در يک سيال ايده

بندي و فاصـله مرزهـاي    اثرات تراکم شبکه المان. تحليل کردند
ــرات روش  ــا غشــاء و اث ــدل ســيال ت ــف  صــلب م ــاي مختل ه

کيـووروا  . متمرکزسازي جرم سيال بر دقت نتايج، بررسي شدند
 يک فرمولاسيون تئـوري و عـددي بـراي تحليـل      ]۲[و پراميلا 

آنهـا اثـرات   . خطي يک غشاء متحرک محوري ارائه نمودنـد غير
هـاي بـزرگ، تغييـر در     هندسـي يعنـي تغييـر مکـان     خطـي غير
هاي درون صفحه و سرعت محوري به واسطه تغييرشـکل   تنش

 ]۳[شـين و همکـارانش   . را در مطالعه خود مدنظر قـرار دادنـد  
ارتعاش آزاد درون صفحه يک غشـا داراي سـرعت محـوري را    
بررسي کرده و اثرات سرعت محوري، نسبت طـول بـه عـرض    

روي ارتعاشات درون صـفحه غشـاء   غشاء و شرايط مرزي را بر
هـاي   چنـين مشخصـه   هـم  ]۴[ايشـان  . مورد ارزيابي قرار دادنـد 

. اند ديناميکي ارتعاش برون صفحه اين غشاء را نيز بررسي نموده
بعد از جداسازي معادلات حرکت درون صفحه و برون صـفحه  

هـاي مـودي    هـاي طبيعـي و شـکل    روش گـالرکين، فرکـانس   به
سرعت محوري، شرايط مرزي و نسـبت طـول   محاسبه و اثرات 

هـاي مـودي و    هـاي طبيعـي، شـکل    به عرض بـرروي فرکـانس  
  .پايداري غشاء در ارتعاش جانبي بررسي شدند

مـيلادي   ۱۹۸۲در سـال   ]۵[رسد يولسوي و مـت   نظر مي به  
براي اولين بار از يک مدل دو بعدي ورق براي تحليـل اجسـام   
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آنها از روش ريتز کلاسيک . ري بهره جستندداراي سرعت محو
ريتز بـراي تحليـل خطـي نوسـان ورق     -و روش اجزاء محدود
هـاي نـواري    عنـوان مـدلي از تيغـه پهـن اره     متحرک محوري به

تئوري غيرخطـي ورق   با توسعه ]۶[لين و مت . اند استفاده کرده
و منظور کردن  ۲کارمن براي محيط دو بعدي در حال حرکت ون

نيروهاي ماند ناشي از حرکت محـوري، تغييـر مکـان جـانبي و     
. دسـت آوردنـد   ها را در محيط تحت بار عرضـي بـه   توزيع تنش

صـورت   ايشان با فرض کوچک بودن صلبيت خمشي، آن را بـه 
با استفاده از تئوري اغتشاشي و   يک پارامتر اغتشاشي مدل نموده

، يک روش تحليلي براي حل تعـادل  ۴وتئوري لايه مرزي ۳منفرد
  .غشاء متحرک با دو لبه آزاد در راستاي حرکت، يافتند

براي حل ارتعاشات تيغـه اره نـواري    ]۸ ، ۷[کالين  لنگُک و مک  
تحت بارهاي درون صفحه از مدل دو بعدي ورق اسـتفاده و اثـرات   

هـاي کششـي غيريکنواخـت اعمـال شـده در       سرعت حرکت و تنش
. هاي طبيعـي سيسـتم بررسـي کردنـد     وي فرکانسرعرض ورق را بر

در معـادلات حرکـت و در شـرايط مـرزي از      ۵آنها براي جداسـازي 
سـود بردنـد و شـرايط مـرزي ابتـدا و       ۶روش گالرکين تعميم يافتـه 

چنـين اثـر    ايشان هم. اند گاه مفصلي مدل نموده انتهاي تيغه را با تکيه
اي اره بررســي هــ نيروهـاي درون صــفحه را بــرروي پايــداري تيغــه 

هاي پايداري ديناميکي و ارتعاش آزاد يـک   مشخصه ]۹[لين . نمودند
ورق متحرک با دو لبه آزاد و دو لبه سـاده و تحـت کشـش ثابـت را     

در ايـن مطالعـه بـراي معرفـي ميـدان      . دست آورد براي يک دهانه به
ن جانبي ورق، در راسـتاي طـولي از توابـع سينوسـي و در     تغيير مکا

ــينوس       ــع س ــته از تواب ــامل دو رش ــابعي ش ــي از ت ــتاي عرض راس
  .شود هايپربوليک استفاده مي

را  ۷يــک فرمولاسـيون اجــزاء محـدود مخلــوط   ]۱۰[ونـگ    
بـراي تحليـل خطـي ورق     ۸ريزنر-براساس تئوري ورق ميندلين

وش را او ايـن ر . نازک ارتوتروپيک در حال حرکت توسـعه داد 
و بـراي   ۹براي تحليل ارتعـاش آزاد و تحليـل دينـاميکي گـذرا    

در مطالعـه  . مناسب دانست ۱۰مواجه نشدن با قفل شدگي برشي
هاي در  يک المان مثلثي براي حل ورق ]۱۱[ديگري لو و هوتن 

روش اجزاء محدود  ي درون صفحه بهحال حرکت تحت نيروها

هـاي طبيعـي يـک ورق     وسـيله آن فرکـانس   توسعه دادنـد و بـه  
هـاي محـوري و نيروهـاي درون صـفحه      مستطيلي بـا سـرعت  

يک المان چهار گرهـي   ]۱۲[لوکانن . دست آوردند مختلف را به
ريزنر براي تحليل خطي صفحات کاغـذ  -ورق با تئوري ميندلين
شـدگي   بـراي اجتنـاب از قفـل   . وري ارائه دادداراي سرعت مح
هاي نـازک، دو تکنيـک تصـحيح بـرش در      برشي در مورد ورق

تحليل ارتعاش آزاد و تحليل ديناميکي گذرا مورد اسـتفاده قـرار   
هـاي پايـداري و    نيـز مشخصـه   ]۱۳[کيم و همکـارانش  . گرفت

ارتعاش آزاد يک ورق با دو لبه آزاد و دو لبه ساده تحت کشش 
. دست آوردند يکنواخت را با استفاده از يک نوع تحليل مودي به

خطي حرکـت را بـراي يـک    معادلات غير ]۱۴[لو و حميدزاده 
. دسـت آوردنـد   ورق نازک مستطيلي در حال حرکت محوري به

ايشـان بـا حـل معــادلات حرکـت از روش اغتشاشـي، تحليــل      
پايداري و حل غيرخطي تعادل را براي ورق متحرک، با فـرض  

حاتمي . انجام رساندند هاي مفصلي در چهار لبه ورق، به گاه تکيه
ــاران  ــاش آزاد ورق ]۱۶[و همک ــت   ارتع ــال حرک ــاي در ح ه
بررسـي   به ]۱۷[مارينووسکي . را توسعه دادند ۱۱ويسکوالاستيک
  .هاي ويسکوالاستيک در حال حرکت پرداخت ارتعاش آزاد ورق

سـاندويچي در حـال    هـاي  اي در مـورد ورق  هرچند مطالعه  
حرکت در منابع موجود مشاهده نشد، امـا مطالعـات چنـدي در    

يـک بعـدي ارتعـاش آزاد اجسـام سـاندويچي در حـال         تحليل
توان به آناليز ديناميکي  که از آن مي ؛انجام رسيده است حرکت به

تيرهاي ساندويچي در حال حرکـت بـا هسـته ويسکوالاسـتيک     
  .اشاره کرد ]۱۸[توسط مارينووسکي 

هـاي ســاندويچي   له ارتعــاش آزاد ورقئدر ايـن مقالــه، مس ـ   
ناهمسان در ضخامت متقارن در حـال حرکـت محـوري تحـت     
بارهاي درون صـفحه توسـط روش نـوار محـدود دقيـق مـورد       

در اين روش با استفاده از تئوري کلاسيک . گيرد بررسي قرار مي
تابعي غير  صورت ورق، ماتريس سختي دقيق هر نوار محدود به

هاي ارتعاش آزاد، سرعت محـوري، نيروهـاي    جبري از فرکانس
  هاي ناهمسان  هاي مختلف مدول حجمي لايه دورن صفحه، تابع
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  ]۲۱[تغييرات تدريجي مواد ناهمسان در ضخامت  -۱شکل 

  

x
y

z
h1

h2

h4
h3

h

Layer 3

Layer 2

Layer 1

  
هندسه ورق ساندويچي مستطيلي ناهمسان در ضخامت  -۲شکل 

  در مختصات کارتزين
  

ــئله  در ضــخامت و ســاير پ ــاي هندســي و مصــالح مس ارامتره
با تشکيل ماتريس سختي کل ورق در حـال  . گردد استخراج مي

هـاي ارتعـاش آزاد دقيـق ايـن      حرکت، امکان محاسبه فرکـانس 
روي تعـدادي غلتـک   صفحه بر ها که تحت نيروهاي درون  ورق

هـاي طبيعـي    فرکـانس . گردد موازي در حال حرکتند، فراهم مي
ي ساندويچي ناهمسان در ضخامت و ساير ها ارتعاش آزاد ورق

ــي  ــاي هندســي و مصــالح مســئله اســتخراج م ــردد پارامتره . گ
هاي ساندويچي ناهمسـان   هاي طبيعي ارتعاش آزاد ورق فرکانس

عنوان مرجعي براي  توانند به در ضخامت حاصل از اين روش مي
هاي عددي ارائه شده توسط  بررسي دقت نتايج حاصله از روش

  .کار گرفته شوند به ساير محققين
  
  هاي ساندويچي ناهمسان در ضخامت ورق -٢

اي هستند  مواد با ساختار ناهمسان در ضخامت، مواد مرکب پيشرفته
منظور تحمل حرارت بسيار بالا با ضخامت کـم و يـا تحمـل     که به

ايـن مـواد کـه اکثـراً از      .)۱شکل (روند  کار مي گراديان حرارتي به
شـوند، در جهـت ارتقـاء     سـاخته مـي   ترکيب سراميک و فـولاد 

مواد ناهمسان در ضخامت . اند خواص مواد مرکب طراحي شده
بنـدي   اين مواد در دسـته . يکنواختي دارندساختار متالوژيکي غير
گيرند؛ لذا خـواص فيزيکـي آنهـا ماننـد      مواد غيرهمگن قرار مي

با اين . مدول الاستيسيته و يا ضريب هدايت حرارتي متغير است
اي است کـه فـرض ايزوتروپيـک     گونه ساختار اين مواد به حال

  .باشد بودن آنها در اکثر موارد معتبر مي
يچي ناهمسـان در ضـخامت،   وهـاي سـاند   براي سـاخت ورق   

نـام   هسـته گيرد کـه   معمولا يک لايه همگن در وسط ورق قرار مي
و دو لايه از مـواد ناهمسـان در ضـخامت    ) ۲شکل در  ۲لايه (دارد 

ناميـده   پوسـته شوند که ايـن دو لايـه،    طرف آن قرار داده ميدر دو 
هـاي ســاندويچي   ورق). ۲در شـکل   ۳و  ۱هـاي   لايـه (شـوند   مـي 
هـاي متفـاوتي    توانند برحسب ضخامت پوسته و هسـته، آرايـش   مي

اي مرکـب از چنـد عـدد     صـورت شـماره   بگيرند؛ که هر آرايش بـه 
دهنده يـک   نشان ۱- ۱- ۱عنوان مثال شماره  به. شوند نمايش داده مي

برابـر   هـا  لايه است که ضخامت هسته و پوسته ورق ساندويچي سه 
کنـد کـه    لايـه را مشـخص مـي     ورقـي سـه   ۲- ۱- ۲است و شماره 
  .دو برابر ضخامت هسته است ها ضخامت پوسته

هـاي مـورد مطالعـه در ايـن      طور که بيان شد، در ورق همان  
ضـخامت تشـکيل    هاي پوسته از مواد ناهمسـان در  تحقيق، لايه

در اين مواد، تغييرات خصوصيات مـاده در ضـخامت   . شوند مي
خـواص مصـالح در   . شـود  صورت توابعي پيوسـته مـدل مـي    به

کـه در   ρو چگـالي  Eضخامت لايه، مانند مـدول الاستيسـيته   
)حالت کلي با پارامتر )T z ۱(، از رابطـه  شـود  نمايش داده مي (
  :قابل محاسبه است

)۱  (  ( ) ( ) ( ) ( )j j
t b c bT z T T V T  = − +  

) که )jT  در رابطه بالا، خواص مصالح در لايـه j باشـد  ام مـي .
tTوbTير اين مشخصه در وجوه بالايي و پاييني ترتيب مقاد ، به

)باشند که با تغييرات کسر حجمي مي  اين لايه )j
cV ،( )j , ,= 1 2 3 

  واقعيـت فيزيکـي مسـئله و سـادگي     . کنند در ضخامت تغيير مي
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h هايي با ضخامت با پوسته ۱- ۱-۱مدل ) الف ،ها و تغييرات کسر حجمي در ضخامت ورق آرايش لايه -۳شکل  3،   
h2 هايي با ضخامت با پوسته ۲-۱-۲مدل ) ب 5  

  
هاي تغيير، دو ويژگي مهم براي انتخاب تابع کسـر حجمـي    تابع

توابع تواني که در ادامه به توضيح آن خواهيم . باشند پيشنهادي مي
ري را از سوي محققان به خود معطوف کرده پرداخت، توجه بيشت

  از ورق ۳و  ۲، ۱هـاي   تغييرات مـواد در ضـخامت لايـه   . است
با استفاده از فرم تواني کسر ) ۲شکل (لايه متقارن  ساندويچي سه

  :شود تعريف مي) ۲(حجمي، به شکل روابط 

)  )  الف-۲( )
p

1 1
c 2 1

1 2

h zV     ,     h z h
h h

 −
= ≤ ≤ − 

  

)  )  ب-۲( )2
c 3 2V 1    ,     h z h= ≤ ≤  

)  )  ج-۲( )
p

3 3
c 4 3

3 4

h z
V     ,     h z h

h h
 −

= ≤ ≤ − 
  

  
معـرف ترکيـب   ) ۲(توزيع تواني نشان داده شـده در رابطـه   

اي از دو ماده است کـه کـارآيي مفيـد و مـورد نيـاز را       ساده
، توان کسر حجمي، چگـونگي توزيـع مـاده    p.کند ايجاد مي

عدد برابـر بـا   مثلاً چنانچه اين . دهد در ضخامت را نشان مي
يک باشـد، تغييـرات خطـي اسـت و چنانچـه صـفر باشـد،        

، مقـدار مـاده   pبـا افـزايش  . اي همگن خواهيم داشـت  ماده
 )۳(شـکل  . يابـد  دهنده وجه پاييني لايه افـزايش مـي   تشکيل

تغييرات کسر حجمي در ضخامت ورق را براي دو نمونـه از  
  .دهد ضخامت متقارن نشان مي ورق ساندويچي ناهمسان در

  روش نوار محدود دقيق -۳
در روش نــوار محــدود دقيــق، ســازه دوبعــدي ورق بــه تعــداد 
معدودي نوار تقسيم شده و ماتريس سختي هر نـوار بـه کمـک    
ميدان تغيير مکاني که از حل تحليلي معادله ديفرانسيل حاکم بر 

ديفرانسـيل  معادلـه  . شود آيد، محاسبه مي دست مي رفتار ورق به
براسـاس   ،هاي ساندويچي متقارن در حال حرکت حاکم بر ورق

تئوري کلاسيک ورق با استفاده از معادله ديفرانسيل توسعه داده 
صـورت   به ]۱۵[هاي کامپوزيت در حال حرکت  شده براي ورق

  :قابل ارائه است) ۳(معادله 
4 4 4 2 2

x y4 2 2 4 2 2

2 2 2
2

0 2 2

w w w w wD 2 N N
x x y y x y

w w wI 2 0
t xt x

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

+ ν + ν =  ∂ ∂∂ ∂ 

 

)۳(  
 xسرعت انتقال محوري در راستاي محور vکه در رابطه بالا، 

 yNو xN. باشـد  تغيير مکان خارج از صـفحه ورق مـي   w و
  .باشـند  مـي  yو  xترتيب در راسـتاي   صفحه به نيروهاي درون

oI وD ترتيب معرف اينرسي و صلبيت خمشي ورق بوده و  به
  :آيند دست مي به از روابط زير

)  )  الف-۴( )
j 1

j

h3
j

o
j 1 h

I dz
+

=
= ρ∑ ∫  

 ب الف
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b
Nx

Nx

v
Ny

Ny

L

Strip 1

Strip 2

Strip 3

  
  ورق در حال حرکت تحت بارگذاري محوري که به چند نوار محدود تقسيم شده است -۴شکل 

  

b

l
w1,Q1

θ 2,M2
w2,Q2

θ 1,M1

x
yz,w

Nx

Ny

Mx
My

Ny

Nx

Mxy

dx
dy

dA

Qy

Qx

S
Sv

  
ها و نيروهاي گرهي  يک نوار محدود نوعي با تغيير مکان -۵شکل 

از نوار با جهات  dAنهايت کوچک  آن به همراه يک المان بي
  مثبت نيروهاي داخلي

  

  )  ب-۴(
( )

( )
j 1

j

h j 23

2
j 1 h

E zD dz
4 1

+

=
=

− ϑ
∑ ∫  

( )jρ  و( )jE ترتيب دانسـيته و مـدول الاستيسـيته لايـه     بهj  از
  .هستندورق 
 ـ   ورقي پيوسته را نشان مي ۴شکل    ت دهد که بـا سـرعت ثاب

از ورق  Lطول . کند روي چند غلتک حرکت ميبر vمحوري 
مورد بررسي اسـت و بعـد ورق در    متحرک در راستاي حرکت
هـاي   شرايط مرزي در لبـه . باشد مي b،راستاي عمود بر حرکت
ده بوده و شـرايط مـرزي در   صورت سا موازي جهت حرکت، به

بـراي  . شـود  نظـر گرفتـه مـي   صورت دلخواه در هايي ديگر به لبه
کارگيري روش نوار محدود دقيق، اين ورق به چند بخـش يـا    به

کـه هـر بخـش مـابين      طـوري  شـود؛ بـه   نوار محدود تقسيم مـي 
. هاي مياني محصـور شـده اسـت    هاي پيراموني و غلتک گاه تکيه
، کافي است که )۴(حل ارتعاش ورق شکل عنوان مثال، براي  به

يـک نـوار   ) ۵(شـکل  . اين ورق به سه نوار محدود تقسيم شود
دهد که درجـات آزادي و   محدود نوعي از اين ورق را نشان مي

  بـر ايـن،     عـلاوه . انـد  نيروهاي گرهي برروي آن مشخص شـده 
نهايت کوچک از اين نوار محدود، جهـات   روي يک المان بيبر

هــاي درون صــفحه و گشــتاورهاي داخلــي ترســيم مثبــت نيرو
  .اند  شده
، با توجه بـه  )۵(براي نوار محدود نشان داده شده در شکل   

yهاي  شرايط مرزي ساده در لبه yو  =0 b=   و وجود تقـارن
yدر بارگذاري، هندسه و مصالح مسئله نسبت به محور  b 2= ،

صـورت سينوسـي درنظـر گرفتـه      بـه  yدر راسـتاي   تابع شکل
از حـل معادلـه ديفرانسـيل     xتابع شـکل در راسـتاي   . شود مي

لـذا تـابع تغييـر مکـان     . گردد حاکم بر ارتعاش ورق محاسبه مي
  :شود ف ميخارج از صفحه ورق به شکل زير تعري

)۵  (  ( ) ( )( )n nyk i i tyk
nw x, y, t W x e e e− λ= −  

nk، )۵(در معادله  n b= π  و انديسn دهنده شماره مود  نشان
مقـدار ويـژه ارتعـاش آزاد     λ. باشد مي yسينوسي در راستاي 

  .ورق است
بـا مجمـوع    qکه هر معادله ديفرانسيل از درجه  توجه به اينبا   
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q  تـوان   ؛ از اينرو مـي استتابع نمايي با ضرائب مختلف قابل حل
يعنـي   xفرم تابع تغيير مکان عمود بر صـفحه در راسـتاي محـور    

( )nW x  درنظر گرفت) ۶(را به فرم توابع نمايي رابطه:  

)۶  (  ( ) mn
4

r
n mn

m 1

xW C e 1x
2=

= ∑  

ضرائب ثابت جواب عمومي معادله بـوده و   mnCدر معادله بالا 
mnr  عدد موج در راستايx سبه براي محا. باشد ميmnr  تـابع ،

)تغيير مکـان   )w x,y, t    ۳معادلـه  (در معادلـه ديفرانسـيل ورق (
شود؛ که در نتيجه، معادله جبري از درجـه چهـار    جايگذاري مي

  :آيد دست مي به شکل زير به mnrبرحسب 
)۷  (  4 2

mn 2 mn 1 mn 0r r r 0+ α + α+α =  
  :که در آن طوري به

)۸  (  
( ) ( )
( )
( ) ( )

2 2
2 o x n

1 o
2 4 2

0 o n y n

n I N 2 k D

n 2I D

n I DkD N k

Dα = ×ν − − ×

α = ×λ ×ν

α = × λ + × + ×

  

، چهار ريشـه بـراي   )۷معادله (با حل معادله جبري درجه چهار 
mnr با معلوم شدن مقـادير . آيند دست مي بهmnr   بـا اسـتفاده از ،

از نوار ورق، مـاتريس   yهاي موازي محور  شرايط مرزي در لبه
لذا شرايط مرزي تغيير مکاني و . شود سختي آن نوار محاسبه مي

xنيرويي در xو  =0 l= زير براي نوار ورق نشـان  صورت  به
  :شود ، نوشته مي)۵(داده شده در شکل 

xدر 0=:  

)۹  (  x 1 1 x 1 1
wQ Q , w w , M M ,
x

∂
= = − = − = −θ

∂
  

xدر  l=:  

)۱۰  (  x 2 2 x 2 2
wQ Q , w w , M M ,
x

∂
= − = − = = −θ

∂
  

ــتاي    ــوري در راس ــت مح ــراي ورق داراي حرک ــروي ، xب ني
 ـ xMو لنگر خمشي  xQبرشي ط در معادلات فوق، طبق رواب

  :دنآي دست مي ، بهwذيل برحسب تغييرمکان عمود بر صفحه، 

 )۱۱  (  
( )

( )

3 3

x 3 2

2
x 0 0

w wQ D 2
x x y

w wN I I
x t

 ∂ ∂
= − + − ϑ 

∂ ∂ ∂  
∂ ∂

+ − × ν − ν
∂ ∂

  

)۱۲  (  
2

x

2

2 2
w wM

x y
D ∂ ∂ 

= − + ϑ  
 ∂ ∂

  

بردارهاي تغيير مکان و نيروي گرهي هر نوار محدود، براي مود 
n  ۵شکل (د نشو ميارتعاش به شکل زير تعريف:(  
)۱۳  (  { } { }T

n 1n 1n 2n 2nd , w , , w= θ θ  
)۱۴  (  { } { }T

n 1n 1n 2n 2np M ,Q ,M ,Q=  
هاي بردارهاي فوق را  توان درايه مي) ۱۲(تا ) ۹(با کمک روابط 

، محاســبه کــرد و wبرحسـب تغييرمکــان عمــود بــر صــفحه،  
آيـد؛ لـذا    دست مـي  به) ۶(و ) ۵(نيز از معادلات  wتغييرمکان 

بردارهاي تغيير مکان و نيروي گرهي به شکل زيـر قابـل ارائـه    
  :هستند

)۱۵  (  { } { }( )n nk yi k yi t
n nd d e e e× − × λ×= −  

  
)۱۶  (  { } { }( )n nk yi k yi t

n np p e e e× − × λ×= −  
  :که در اين روابط

{ } [ ] { }
mn

mn

mn
4

n mn n nr l 4 14 4
mnm 1

r l

r
1

d C X C
r e

e

× ××
=

×

 
 
 = − = 
 
 
 

∑  

)۱۷(  

{ }
( )

( )

[ ] { }

mn

mn

2 2
mn n

4
2 3n n mn mn

m 1
mn x

r2 2
mn n

2 3 mnn mn mn r

mn x

n

2
0 0

l

l
2

n 4 14

0

4

0

D D

D (2 ) D

( I ) I

D

r k

p

D

D (2

k r r

r N

r k e

) D

( I

Ck r r
e

r N

Y C

) I

=

××

 − ×ϑ×

=   × − ×
 
  × × × 

− × − ×ϑ×

 ×

×

− ϑ +

− ν − λ ν




− ×
 −
 × × × 

=


− ϑ +

− ν − λ ν 

∑

  

 )۱۸(  
 

ــادلات   ــب مع ــا ترکي ــردار ضــرايب  ) ۱۸(و ) ۱۷(ب و حــذف ب
}ثابت }nC از اين معادلات، داريم:  

)۱۹  (  { } [ ]{ }n n np S d=  
]که  طوري به ]nS    ماتريس سختي ديناميکي نـوار محـدود ورق
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  :ام چنين استnبراي مود 
)۲۰  (  [ ] [ ][ ] 1

n n nS Y X −=  
]ماتريس ]nS   به واسطه سرعت محـوريv  هـاي   داراي درايـه

هاي  درايه. استصورت هرميتي  مختلط بوده و در حالت کلي به
، v، ســرعت محــوري λايــن مــاتريس تــوابعي غيرجبــري از 

، خواص مـاده و ابعـاد نـوار ورق    yNو  xNنيروهاي غشايي 
عنـوان   اي سطر اول ماتريس سختي ديناميکي، به درايه. باشند مي

با سرهم نمودن ماتريس سـختي  . اند نمونه در پيوست ارائه شده
ک ماتريس کلي و حذف درجـات آزادي  نوارهاي مختلف در ي
هاي انتهايي، ماتريس سـختي دقيـق يـک ورق     بسته شده در لبه

ماننـد ورق  (ساندويچي ناهمسان در ضخامت در حال حرکـت  
بررسي ارتعاش آزاد ورق با حل تـابع  . آيد دست مي به) ۴شکل 

ممکــن  λويـژه غيراســتاندارد زيـر و اســتخراج مقـادير ويــژه    
  :شود مي

)۲۱  (  ( )nDet S 0λ =    
  

σ  وω هـاي حقيقـي و موهـومي     ترتيب، بخش بهλ  هسـتند .
براي ورق بدون سرعت محوري و ورق داراي حرکت محوري 

سرعت . برابر صفر است σبا سرعتي کمتر از سرعت بحراني، 
بحراني ورق، سرعتي است که در آن سرعت، فرکـانس طبيعـي   

عبـارت ديگـر، ورق ناپايـدار     ارتعاش آزاد ورق صفر شده و بـه 
  .شود مي
  
  نتايج عددي -۴
  کليات -۴-۱

اي  براي استخراج نتايج عددي از تئـوري توسـعه يافتـه، برنامـه    
تهيه شده کـه قابليـت    ۱۲نويسي متمتيکا برنامهاي در محيط  رايانه
هــا از نظـر شــرايط مــرزي،   ســازي شـرايط مختلــف ورق  مـدل 
هاي مياني و نيروهاي غشايي در محدوده تئـوري ارائـه    گاه تکيه

تابع ويژه مسئله ارتعـاش آزاد  ) ۲۱(معادله . باشد شده را دارا مي
هاي  فرکانس با حل اين معادله، مقادير ويژه مسئله يعني. باشد مي

در حالت کلي اين معادلات توابع ضمني . آيند دست مي طبيعي به

افـزايش تعـداد   . باشـند  از مقادير ويژه با تعداد جملات زياد مي
هاي مورد تحليل، موجب افزايش تعداد نوارهاي ورق و در  دهانه

اي،  در برنامـه رايانـه  . گردد تر شدن توابع ويژه مي پي آن پيچيده
ؤثر براي استخراج سريع و دقيق مقادير ويژه از تابع الگوريتمي م

  .ويژه مسئله طراحي شده است
هايي جهت تأييد صحت و کارايي روش  در اين بخش، مثال  

ــاش ورق  ــل ارتع ــر در تحلي ــي  حاض ــه م ــا ارائ ــود ه ــراي . ش ب
سازي و قابل قياس نمودن نتـايج، بيشـتر نتـايج عـددي      يکسان
غيرهاي بدون بعد مورد استفاده مت. شود بعد ارائه مي صورت بي به

 :در اين بخش عبارتند از
  

)۲۲(  

( ) ( )

2
0

0

2
0

x y x y 2
00

L h b, ,
b b h E

hb bk , k N , N c, v
DD

ρ
α = β = Ω = ω

ρ
= =

ππ

  

  

، نسبت طـول ورق در محـدوده مـورد    α، )۴(که مطابق شکل 
نسـبت ضـخامت ورق    β، بوده و b، به عرض آن، Lمطالعه، 

، مقدار Ωعد سرعت محوري و ، مقدار بدون بb، cبه عرض 
مقـادير واحـد    oEوω ،oρنرمال شده فرکانس طبيعـي ورق،  
نيز مقادير بدون  ykو xk. باشند چگالي و مدول الاستيسيته مي

هـاي عـددي، ضـريب     در مثـال . عد نيروهـاي غشـايي هسـتند   ب
کند و عددي ثابت برابـر بـا    ، در ضخامت تغيير نميϑپواسون، 

سـختي خمشـي ورق ايزوتروپيـک همگـن      oD. باشد مي ۳/۰
  :شود صورت زير تعريف مي به
  

 )۲۳  (  
( )

3
0

0 2
E h

D
12 1

=
− ϑ

  
  

موجهـاي سينوسـي در    در نتايج، بيانگر تعداد نيم nعدد طبيعي 
  .باشد ارتعاش مي ، به هنگامyراستاي محور

اي از مشخصات يک لايـه ناهمسـان در    براي مشاهده نمونه  
ضخامت، ذيلاً مشخصات نوعي دو ماده زمينه سراميک و فلز که 

  صـورت تـدريجي در ضـخامت لايـه     خواص ماده ناهمسان، بـه 
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  اي سادهه گاه بعد ورق ايزوتروپيک چهار دهانه ايستا با تکيه هاي ارتعاش آزاد بي فرکانس -۱جدول 
  ]۱۵[ مرجع حاضر مد
٩٧٠٧٤٤/٠)١( ٩٧٠٧٤٤/٠)١( ١ 
٠٢١٧٨٣/١)١( ٠٢٣٥٦٠/١)١( ٢ 
١٤٦٢٤٢/١)١( ١٦٢٨٩٠/١)١( ٣ 
٣٣٠٦٦٢/١)١( ٣٣٣٧٣٠/١)١( ٤ 
٤١٤٦٥٨/٢)١( ٤٢٦٨٦٠/٢)١( ٥ 
٤٢٦٨٦٠/٢)٢( ٤٢٦٨٦٠/٢)٢( ٦ 

  
  

L

b C

F

G

S

v

  
  CSGFگاهي ورق با شرايط تکيه -۶شکل 

  
  :شوند ، ارائه مي]۲۰[کند  خواص اين دو تغيير مي مابين

  :آلومينا با مشخصات  سراميک
( )

( ) ( )
2 3

3

Alu min a Al O

E 380 Gpa , 0.3, 3800 kg m= ϑ = ρ =
 

  :و فلز آلومينيوم با مشخصات
( )

( ) ( )3

Al

E 70 Gpa   ,   0.3  ,   2702 kg m= ϑ = ρ =

Aluminum
 

هـاي پيرامـوني ورق، از    گـاهي در لبـه   براي نمايش شرايط تکيه
طبـق  . شـود  چهار حرف بزرگ لاتين در چهار لبه ورق استفاده مـي 

قرار داد، حرف اول مربوط به لبه سمت چپ بوده و از ايـن لبـه در   
عنـوان مثـال،    به. شود ري ميگذا هاي ساعت نام جهت خلاف عقربه

شونده  هاي گيردار، ساده، هدايت معرف ورقي با لبه CSGFعلامت
  ).۶شکل (و آزاد است 

  
  هاي مياني گاه ورق ايزوتروپيک برروي تکيه - ۲- ۴

با تحليل ارتعاش آزاد يک ورق چهـار دهانـه ايزوتروپيـک ايسـتا     
ده بـراي روش نـوار محـدود    بررسي صحت الگوريتم نوشته ش ـ به

هـاي   يـک ورق چهـار دهانـه بـا لبـه     ) ۷(شکل . پردازيم دقيق مي
حل ارتعاش آزاد اين ورق تنها بـا  . دهد پيراموني ساده را نشان مي

هـر نـوار ورق   . پـذير اسـت   چهار نوار و پنج درجه آزادي امکـان 
گيـرد و   ها قرار مي شامل بخشي از ورق است که در يکي از دهانه

 yخطوط مـوازي محـور   (رجه آزادي، دوران خطوط گرهي پنج د
بدون بعد فرکـانس طبيعـي    مقادير ۱جدول . باشند مي) ۷در شکل 

اعـداد  . دهـد  شش مود اول ارتعاش را براي ايـن ورق نشـان مـي   
ي سينوسي در عرض ورق به هنگـام  ها موج  درون پرانتز تعداد نيم

هـاي   غشايي، مود براي ورق ايستا و فاقد نيروهاي. ارتعاش هستند
موج سينوسي را در راستاي عرضـي   ارتعاشي اول تا پنجم، يک نيم

. موج عرضي خواهـد داشـت   کنند، اما مود ششم، دو نيم تجربه مي
اولين مود ارتعاشي در هر دهانه مانند اولين مود يک ورق مربعـي  
چهارطرف مفصل بوده که در هر دو راستا يک نيم موج سينوسـي  

پـور   براي اين ورق نتايج تحليل با نتايج سـعادت . دکن را تجربه مي
بعـد محاسـبه    هاي بي فرکانس. شود مقايسه مي] ۱۵[و همکارانش 

البتـه نتـايج   . بسـيار خـوبي دارد   تطـابق ] ۱۵[شده با مقادير مرجع 
هـا مبتنـي بـر تئـوري      تحقيق حاضر، مقـادير دقيـق ايـن فرکـانس    

  .باشند کلاسيک ورق مي
  
  تک دهانه ايستا  اهمسانورق ساندويچي ن - ۳- ۴

در اين بخش، با بررسي ارتعاش آزاد ورق ساندويچي ناهمسـان در  
گاهي چهار طـرف مفصـل،    ضخامت تک دهانه ايستا با شرايط تکيه

بررسي صحت روش نـوار محـدود دقيـق در بررسـي ايـن نـوع        به
  هاي سـاندويچي بـا    ، فرکانس ورق۲در جدول . پردازيم ها مي ورق
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) بعد نس ارتعاش آزاد بيفرکا -۲جدول  )Ω  ۰۱/۰(ورق ساندويچي ناهمسان در ضخامت چهار طرف ساده ايستا =β(  
p تئوري  Ω 

  1 -1 -1  2 -1 -2 
 88894/1  88894/1 حاضرمطالعه  

0/0 

 -  88840/1 ] 19[مرجع 
 87359/1  87359/1 تئوري کلاسیک ورق، ]20[مرجع 
 82442/1  82442/1 ، تئوري برشی مرتبه اول]20[مرجع 
 82445/1  82445/1 ، تئوري برشی مرتبه سوم]20[مرجع 

     

5/0 

 52436/1  56120/1 حاضرمطالعه 
 -  56050/1 ] 19[مرجع 
 51242/1  54903/1 ، تئوري کلاسیک ورق]20[مرجع 
 48159/1  54695/1 ، تئوري برشی مرتبه اول]20[مرجع 
 48408/1  51922/1 ، تئوري برشی مرتبه سوم]20[مرجع 

     

0/1 

 33058/1  38589/1 حاضرمطالعه 
 -  38520/1 ] 19[مرجع 
 32023/1  37521/1 ، تئوري کلاسیک ورق]20[مرجع 
 29729/1  35072/1 ، تئوري برشی مرتبه اول]20[مرجع 
 30011/1  35333/1 ، تئوري برشی مرتبه سوم]20[مرجع 

     

0/5 

 99998/0  06393/1 حاضرمطالعه 
 -  06310/1 ] 19[مرجع 
 99190/0  05565/1 ، تئوري کلاسیک ورق]20[مرجع 
 97870/0  04183/1 ، تئوري برشی مرتبه اول]20[مرجع 
 98184/0  04466/1 ، تئوري برشی مرتبه سوم]20[مرجع 

     

0/10  

 96036/0  01322/1 حاضرمطالعه 
 95244/0  00524/1 ، تئوري کلاسیک ورق]20[مرجع 
 93962/0  99256/0 ، تئوري برشی مرتبه اول]20[مرجع 
   99551/0 ، تئوري برشی مرتبه سوم]20[مرجع 

  
کـه   ]۱۹[بـا نتـايج ناتاراجـان و مانيکـام      ۲- ۱- ۲و  ۱- ۱- ۱آرايش 

براســاس تئــوري برشــي مرتبــه بــالا، فرکــانس ارتعــاش آزاد ورق 
کـه از تئـوري    ]۲۰[ساندويچي را محاسبه نموده و با نتايج زنکـور  

کلاسيک ورق، تئوري برشي مرتبه اول و تئوري برشي مرتبه سـوم  

بعد براي ورق نازک بـا   هاي بي فرکانس. شود بهره گرفته، مقايسه مي
0.01βنسبت ضخامت به عرض  و بازاء نسبتهاي مختلف کسـر  =

)حجمي  )p محاسبه شده است که براي ايـن ورق   =0,0.5,1,5,10
  .شود نازک، تطبيق خوبي با نتايج ساير مراجع مشاهده مي
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y

b

L=4l

ν

S

S

S

S

x

  
  گاهي چهار طرف ساده ورق چهار دهانه با شرايط تکيه -۷شکل 

  

  
  شش فرکانس اول ارتعاش آزاد ورق ساندويچي ناهمسان در ضخامت -۸شکل 

  
ي بـرروي  داراي حرکت محـور ورق ساندويچي ناهمسان - ۴- ۴

  هاي مياني غلتک
بعد از اطمينان از صحت تئوري توسـعه يافتـه و کـارايي الگـوريتم     

هـايي از ورق   طراحي شده براي حل اين تئوري، در اين بخش مثال
هاي ميـاني مـورد    ساندويچي ناهمسان در ضخامت متکي بر غلتک

مسـئله   ي مياني و پيرامـوني ها گاه شرايط تکيه. گيرد بررسي قرار مي
نظـر  صورت چهاردهانـه در  به) ۷(و مطابق شکل  ۲- ۴ابه بخش مش

انـد و   چين نمايش داده شـده  هاي مياني با خط غلتک. شود گرفته مي
, 0هاي انتهـايي در   گاه تکيه  Lx کـه  هـايي هسـتند    نيـز غلتـک   =

  .صورت ساده فرض شده است روي آنها بهشرايط مرزي ورق بر
زاد يک ورق ساندويچي ناهمسان در ضخامت ابتدا ارتعاش آ

pو توان حجمي ۲-۱-۲هاي  متحرک با آرايش لايه با نسبت  =4

0.05βضخامت به عرض  ورق داراي سرعت . شود بررسي مي =
)محوري  )c و نيروي کششي غشـايي در راسـتاي محـور     =20

x ــا )هــ )x yk 20 ,  k 0= ــي = ــد مــ ــکل . باشــ  )۸(شــ
)تغييرات )nDet S ω    در مقياس لگاريتمي برحسـبω  بـه ازاء
، را براي اين ورق چهار nموجهاي سينوسي،  مختلف نيم مقادير

)نقاطي که در آن  .دهد دهانه نشان مي )( )( )nLog Abs Det S ω   
−به سمت ، iωهـاي طبيعـي،   کنـد، همـان فرکـانس    ميل مـي ∞
قابل مشاهده است، در اين  )۸(شکل طور که در  همان. باشند مي

مثال، مودهاي ارتعاش اول، دوم، سوم، چهارم و پنجم داراي يک 
)وج در عرض ورق هستند نيم م )n ، اما ورق در مود ششم =1

)دو نيم موج )n مودهـاي  . کنـد  را در عرض خود تجربه مي =2
  .همين صورت قابل حصول هستند ارتعاشي بعدي نيز به
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  ٤٣ ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش

) بعد فرکانس ارتعاش آزاد بي -۳جدول  )Ω داراي چهار دهانه  ۲-۱-۲اندويچي ناهمسان در ضخامت با آرايش ورق س  
  )β ،۵/۰=p= ۰۱/۰(هاي پيراموني ساده  با لبه

c kx ky شماره مد 
   ٦ ٥ ٤ ٣ ٢ ١ 

٠/٠ 

٨٥٩٦/٣ ٨١٠٩/٣ ١٤٨٤/٢ ٨٣٢٢/١ ٦٠٧٣/١ ٥٢٤٣/١ ٠/٠ ٠/٠ 
  )۱=n(  )۱=n( )۱=n( )۱=n( )۱=n( )۲=n( 
٩٩٢٦/٣ ٩٤٢١/٣ ٣٠٦٥/٢ ١١٦٩/٢ ٩٠٧٥/١ ٨٢٧٩/١ ٠/٠ ٤٠٠ 
  )۱=n( )۱=n( )۱=n( )۱=n( )۲=n( )۲=n( 
٧٩٦٧/٣ ٧٤٣٥/٣ ٢٨٦٧/٢ ٠٢٤٨/٢ ٨٠٦٥/١ ٧٢٠٣/١ -١٥٠ ٤٠٠ 

   )۱=n( )۱=n( )۱=n( )۱=n( )۲=n( )۲=n( 

         

٠/٢ 

٦٥٠٨/٧ ٦٢٠٣/٧ ٠٤٥٧/٧ ٧٤٠٢/٦ ٦٢٦٩/٥ ٩٤٠٧/١ ٠/٠ ٠/٠ 
  )۲=n( )۲=n( )۲=n( )۱=n( )۲=n( )۲=n( 
١٠٠٢/٧ ٨٩١٨/٦ ٦٥١٩/٦ ٨٨٩٥/٥ ٨٨٥٦/٤ ٦٧٨٢/٤ ٠/٠ ٤٠٠ 
  )۱=n( )۲=n( )۲=n( )۲=n( )۲=n( )۲=n( 

  
، تـوان  ۲-۱-۲هاي  در ادامه، ورق ساندويچي ناهمسان با آرايش لايه

pحجمي  0.01βو نسبت ضخامت بـه عـرض   =0.05 تحليـل   =
رق داراي چهار دهانه بـوده و ارتعـاش آن در دو حالـت    و. گردد مي

مقـادير   ۳جـدول  . گـردد  ايستا و داراي حرکت محوري بررسي مـي 
شش مود اول ارتعـاش ورق را در ايـن دو    بعد فرکانس طبيعي  بدون

هـاي سينوسـي   موج اعداد درون پرانتز تعداد نيم. دهد حالت نشان مي
ــه هنگــام ارتعــاش هســتند  ــ. در عــرض ورق ب ــت ايســتا ب راي حال

( )c ، سه وضعيت نيروهـاي غشـايي، شـامل ورق فاقـد نيـروي      =0
)غشــايي  )x yk k 0= ــداد  = ــروي کششــي در امت ــا ني  x، ورق ب

( )x yk 400 ,  k 0= و ورق تحت نيروي کششـي و فشـاري    =
) yو  xترتيب در امتـداد   به )x yk 400 ,  k 150= = نظـر  مـد  −

)براي حالـت داراي حرکـت محـوري    . قرار گرفته است )2 0.c = ،
  .دو وضعيت مختلف براي نيروهاي غشايي فرض شده است

  
ثير سرعت محـوري بـر فرکـانس ورق سـاندويچي     أت -۴-۵

  ن در ضخامتناهمسا
1α(يک ورق ساندويچي تک دهانه مربعـي   چهـار طـرف    )=

داراي حرکـت محـوري تحـت کشـش طـولي      ) SSSS(مفصل 
صـورت   ها به آرايش لايه. شود نظر گرفته مي، درxNيکنواخت، 

pبوده و تابع تواني با توان کسر حجمي  ۲-۱-۲ ، تغييرات =4
فرکانس ارتعاش آزاد . کند مواد ناهمسان در ضخامت را بيان مي

اين ورق، تنها با يک نوار ورق و با دو درجـه آزادي چرخشـي   
بعـد   ، تغييرات فرکانس اصلي بـي )۹(شکل . دست آمده است به

در مقابل سرعت محـوري را بـراي ايـن ورق در چهـار مقـدار      
فرکانس اصلي با افـزايش  . دهد شان ميمختلف نيروي کششي ن

مقـدار صـفر    سرعت محوري کاهش يافته تا در سرعت بحراني بـه 
مقادير سرعت بحرانـي ورق، بـا افـزايش کشـش طـولي،      . رسد مي

چنين فرکانس ارتعـاش آزاد، در يـک سـرعت     هم. يابند افزايش مي
  .شود محوري ثابت، با زياد شدن نيروي کششي محوري، بيشتر مي

  
ثير نيـروي محـوري بـر ارتعـاش ورق سـاندويچي      أت -۴-۶

  ناهمسان در ضخامت
ــروي درون  ــأثير ني ــراي مشــاهده ت ــر ارتعــاش ورق  ب صــفحه ب

با نسـبت   SSSSساندويچي ناهمسان در ضخامت، ورق مربعي 
0.01βضخامت بـه عـرض     تحـت کشـش   ۲-۱-۲و آرايـش   =
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  ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش ٤٤

  
SSSS )pلي ارتعاش آزاد ورق ناهمسان در ضخامتاثر سرعت محوري بر فرکانس اص -۹شکل  .= 4 0(  

  

  
  SSSSاثر نيروي محوري بر فرکانس اصلي ارتعاش آزاد ورق ناهمسان در ضخامت -۱۰شکل 

  
نمودار تغييرات فرکـانس   ،)۱۰(شکل . شود طولي بررسي مي
بعد در مقابـل تغييـرات نيـروي محـوري در      بي ارتعاش آزاد

راستاي طولي براي اين ورق ساندويچي را در حالـت ايسـتا   
در اين شکل، چهار نمودار بازاء چهـار مقـدار   . دهد نشان مي

)مختلف توان کسر حجمي )p . رسم شده اسـت  =0.5,1,4,10
نتـايج، بــا يــک نــوار ورق و بــا دو درجــه آزادي چرخشــي  

رود، فرکـانس   گونه که انتظـار مـي   همان. ت آمده استدس به
ارتعاش ورق، با افـزايش نيـروي محـوري کششـي افـزايش      

  .يابد مي

ارتعاش ورق ساندويچي ناهمسان در حال حرکت بـا   -۴-۷
  گاهي مختلف شرايط تکيه

ــف از ورق در ايــن قســمت، حالــت هــاي متحــرک  هــاي مختل
ي حرکـت  ساندويچي ناهمسـان در ضـخامت تـک دهانـه دارا    

محوري، از لحاظ شرايط مرزي، نيروهاي غشـايي و ابعـاد ورق   
بعد ارتعاش  هاي بي فرکانس ۴جدول . گيرد مورد تحليل قرار مي

مـوازي  (هـاي سـاده در راسـتاي طـولي      گـاه  آزاد ورقي با تکيـه 
هـاي انتهـايي    گـاه  هـاي مختلـف تکيـه    و با وضـعيت ) xمحور

xدر  yموازي محور( xو =0 l= (دهد را نشان مي.  
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  ٤٥ ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش

) بعد فرکانس ارتعاش آزاد بي -۴جدول  )Ω ۰۱/۰( ورق ساندويچي ناهمسان در ضخامت نازک =β( گاهي و  با شرايط مختلف تکيه
  p=۴ با توان حجمي ۲-۱- ۲هاي  آرايش لايه

۴۰۰=kx  

۱۵۰-=ky 

۰=kx  

۰=ky 

۰=kx  

۰=ky 
α   

۲۰=c ۲۰=c ۰=c   
۸۶۰۷۲۰/۴  ۷۹۳۰۸۰/۳  ۱۱۸۶۴۰/۵ ۳۳۳۳/۰    
۶۱۹۵۵۸/۰  ۶۱۴۹۸۰/۱  ۰۲۳۵۴۰/۱ ۰/۱  SSSS  
۱۷۱۸۱۹/۰  ۲۴۳۱۶۳/۰  ۵۵۸۷۹۷/۰  ۳/۳    
      
۲۸۹۴۲۰/۷  ۴۸۵۶۴۰/۶  ۵۸۵۹۱۰/۷  ۳۳۳۳/۰    
۸۳۷۳۱۴/۰ ۲۶۶۸۷۹/۰  ۲۲۶۱۴۰/۱  ۰/۱  SSCS  
۲۲۰۱۵۹/۰  ۰۱۵۸۴۱/۰  ۵۶۵۵۷۵/۰  ۳/۳    
      
۳۸۶۸۰/۱۰  ۷۸۶۸۳۰/۹  ۶۲۶۹۴۰/۵  ۳۳۳۳/۰    
۱۹۵۱۵۰/۱  ۶۷۰۵۰۸/۰  ۷۷۲۷۴۰/۰  ۰/۱  CSCS  
۲۶۸۶۶۷/۰  ۴۰۴۵۸۰/۰  ۲۹۵۳۹۵/۰  ۳/۳    

  
، يـک  )SSSS(هاي انتهايي شامل دو سر ساده  هگا تکيه  وضعيت
) CSCS(، و دو سر گيـردار  )SSCS(يک سر گيردار -سر ساده
، تنها به يک نوار ورق بـا دو درجـه   SSSSبراي حالت. باشد مي

، SSCSبـراي شـرايط  . باشـد  تها، نياز ميآزادي دوراني در دو ان
يک نوار ورق و تنها يک درجه آزادي دوراني در انتهـاي سـاده،   

بـا دو نـوار ورق و دو درجـه     CSCSلازم است؛ و براي حالت
آزادي در محل تلاقـي آنهـا، يکـي دورانـي و ديگـري انتقـالي،       

  .دقيق دست يافتتوان به نتايج  مي
ــدرج در جــدول    ــايج من ــه   ۴نت ــراي ســه نســبت طــول ب ب

0عــرض 3 1 0 3 333. , . , .α و نســبت ضــخامت بــه عــرض     =
0.01=β چنـين، دو وضـعيت نيروهـاي     هـم . انـد  محاسبه شده

غشايي، شامل ورق بدون نيروي غشايي، ورق با نيروي کششي 
ــرار ، مــدyو نيــروي فشــاري در امتــداد  xدر امتــداد  نظــر ق
صـورت   دهنده در ضخامت بـه  هاي تشکيل آرايش لايه. اند گرفته
pبا توان کسر حجمي  ۲-۱-۲ ستون سوم جدول . باشد ، مي4=
)، نتايج تحليـل ورق ايسـتا  ۴ )c فاقـد نيروهـاي غشـايي     و =0

)x yk k 0= را دربر دارد؛ ستون چهارم جـدول، مربـوط بـه    ) =
)ورق داراي سرعت محوري  )c و فاقـد نيروهـاي غشـايي     20=

)هـاي ورقـي متحـرک     است؛ و ستون انتهايي آن، پاسـخ  )c =20 
x(تحت اثر نيروهاي غشـايي   yk  ,  k= = −400 را نمـايش  ) 150

  .دهد مي
  
  گيري نتيجه -۵

در مقاله حاضر، بـا اسـتفاده از تئـوري کلاسـيک ورق، تحليـل      
هاي در حال حرکت ساندويچي ناهمسـان در   ارتعاش آزاد ورق
. روش نوار محدود دقيق بررسي شـده اسـت   ضخامت متقارن به

دليـل   هـا، بـه   تحليل دقيق ارتعاش آزاد خارج از صفحه اين ورق
صـفحه، بـا    صفحه و برون   هاي درون غيردرگير بودن تغييرمکان

صـفحه ورق ميسـر     حل معادله ديفرانسيل حاکم بر رفتار بـرون 
در اين تحقيق، پس از ارائه معادله ديفرانسـيل حـاکم بـر    . است

ها، روش نوار محدود دقيق براي حل اين  ارتعاش آزاد اين ورق
ين منظـور، ورق مـورد   به ا. يافته است معادله ديفرانسيل توسعه
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  )استقلال( ١٣٩٠زمستان ، ٢، شمارة ۳۰، سال هاي عددي در مهندسي روش  ٤٦

تابع تغيير . شود بررسي به تعداد معدودي نوار محدود تقسيم مي
شکل هر نوار، در راستاي عمود بر حرکت محـوري بـه شـکل    
توابع مثلثاتي فرض شده و تابع تغيير شـکل در راسـتاي ديگـر    

صورت توابعي نمايي خواهد بود که معادله ديفرانسيل حرکت  به
بدين ترتيـب بـا تعريـف    . ايط مرزي ورق را ارضاء نمايندو شر

و نيروهاي خطوط گرهي، ماتريس سختي   مکان بردارهاي تغيير
ماتريس سختي کل ورق از سرهم . شود دقيق هر نوار حاصل مي

نمودن ماتريس سختي نوارهاي محدود و اعمال شـرايط مـرزي   
روش، هـاي ايـن    از توانـايي . شـود  مياني و انتهايي حاصـل مـي  

گـاهي مختلـف در راسـتاي     توان به مدل کردن شرايط تکيـه  مي

هاي ميـاني   عمود بر سرعت محوري و از جمله مدلسازي غلتک
ارتعــاش آزاد ورق  يهــا بــا ايــن روش، فرکــانس. اشــاره کــرد

ساندويچي ناهمسان متحرک، با حل يـک مسـئله مقـادير ويـژه     
يـن روش بـا   هاي حاصل از ا پاسخ. آيد دست مي غيراستاندارد به

نتايج موجود ساير محققين مقايسه شده و صحت و دقت روش 
هـايي چنـد بـراي اثبـات      درنهايـت، مثـال  . شود حاضر تأييد مي

قابليـت روش توســعه يافتــه، در حــل مســائل متنــوع از حيــث  
هاي ورق، خـواص مـاده ناهمسـان در ضـخامت،      وضعيت لايه

شـده  شرايط مرزي، نيروهاي غشايي و سـرعت محـوري ارائـه    
  .است
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