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 يعدد يک روش حديمرتبه دو،  يمخروط يزير ن، روش بدون شبکه شپارد و برنامهييحد پا يب تئوريمقاله با استفاده از ترکن يدر ا -چكيده 
له صـرفاً توسـط   ئ، دامنه مسيشنهاديبراساس روش پ. ک خاک ارائه شده استيدر مکان يدارين بار زوال در مسائل پايين مرز پاييتع يد برايجد
ط مربـوط بـه   يشـرا  يبه منظور ارضا. باشد ينم يعدد يحد يها ليخاص در تحل يها يبند به استفاده از المان يازيد و نشو يم يساز هيها شب گره

ان تنش در داخل هر سـلول همـوار   ينظر گرفته شده است و گراددر ييک سلول ورونويدان تنش مجاز در تمام نقاط دامنه، در اطراف هر گره يم
 ـن اکييک حل مرز پايدان تنش هموار شده يدهند، م يله را پوشش مئکل دامنه مس ييورونو يها از آنجا که سلول. ده استيگرد  ـي دسـت   هد را ب

مقالـه بـا حـل     يو دقـت روش در انتهـا   يه شده است و کارآمـد يته يوتريک برنامه کامپيارائه شده در مقاله،  يبند با توجه به فرمول. دهد يم
    .تقرار گرفته اس يمورد بررس ييها مثال

  .ريزي مخروطي مرتبه دو مرز پايين، روش بدون شبکه، برنامه:  كليديواژگان 
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Abstract: In this paper, a novel numerical limit analysis approach is presented for determination of lower bound of collapse 
load in the stability problems of soil mechanics by combining lower bound theory, Shepard's mesh-free technique and second 
order cone programming. Based on the proposed method, the domain of problem is simulated by nodes, and there is no need for 
traditional meshing process used in the conventional mesh-based numerical limit analysis approaches. To satisfy the conditions 
required for admissibility of stress field at the entire problem domain, a Voronoi cell is considered around each   
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node and the stress gradient is smoothed in this Voronoi cell. As the Voronoi cells cover the entire domain, the obtained smoothed 
stress field leads to a rigorous lower bound solution. Based on the derived formulation, a computer code is developed and the 
accuracy and efficiency of proposed method is investigated at the end of the paper by solving some examples. 
 
Keywords: Lower bound, mesh-free method, second order cone programming. 
 

  فهرست علائم
a معادلات مربوط به شرايط تعادل  q  فشار سربار 

LA اندازه مساحت سلول ورونويي  jr  فاصله بين نقطهx و نقطهjx  
ib نيروي حجمي  S  بارگذاري   تحت طول ناحيه  
1ib و 

2ib 
  مقاومت برشي زهکشي نشده  uS  ٢ و ۱در جهت  iگره  بر درترتيب نيروي حجمي وا به

B عرض دريچه مدفون  sU  
هاي مجاور  اي مربوط به گره بردار مقادير گره

 xنقطه

iB بردار نيروهاي حجمي  D
qx و 

D 1
qx Dايي ضلع مرزيدو نقطه انته  +

kΓ  
C چسبندگي خاک  α 

  مقدار مؤثر بر شکل تابع درونيابي
c′ چسبندگي مؤثر  δ 

  دلتاي کرانيکر
f ليمتابع قيد تس  γ وزن واحد خاک  
h  ضخامت عمود بر صفحه LΓ 

  يويمرز سلول ورون
H  ضخامت بر روي دريچه مدفون  ( )ij xσ مقدار تنش در مختصات فضاييx  
K  گاهي يک گره واقع در دامنه تکيه اي از نقاط مجموعه ijσ% تنش هموار شده  

DL  ضلع لطوD
kΓ nσ تنش نرمال  

M  
Φ  لهئهاي سازنده هندسه مس گرهکل  تعداد

 
  تابع شکل شپارد

D
1n  و

D
2n  

Dهاي بردار نرمال وارد بر ضلع لفهؤترتيب طول م به
kΓ 

  ۲و  ۱در جهت 
φ زاويه اصطکاک خاک  

jn   بردار واحد نرمال در جهت j  ′φ
 

  زاويه اصطکاک مؤثر
N  

 τ  عدد پايداري
  تنش برشي

sN   ي مربوط به گره وينوي سلول وراه علض کلتعدادq iω
 

  iوزن نقطه گاوس
GN  تعداد نقاط گاوس واقع شده در طول ناحيه  S  Ψ

 
  تابع هموارکننده

Q  بار حدي LΩ
 

  دامنه سلول ورونويي
  

  

  مقدمه -١
هـاي ژئـوتکنيکي    يکي از راهکارهـا در تعيـين بـار زوال سـازه    

باشد که توسـط   هاي حدي مرز بالا و پايين مي استفاده از تئوري
براســاس ايــن . معرفــي گرديــده اســت ]۱[دراکـر و همکــاران  

براي خاک و با  ٤خميري–گرفتن رفتار صلب  نظر درها با  تئوري
اي براي بار واقعي زوال  ، محدوده٥يروي از قانون جريان وابستهپ

در زمينـه اسـتفاده از   . گـردد  بين حدود بالا و پايين معرفـي مـي  
در حل مسـائل پايـداري در مکانيـک     ٦هاي تحليل حدي تئوري
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جملـه   خاک مطالعات متعددي صورت گرفتـه اسـت کـه از آن   
قابل توجه آن است نکته . اشاره کرد ]۲-۶[توان به مطالعات  مي

پيچيـده اسـتفاده از ايـن      که براي مسائلي با هندسه و بارگذاري
باشد و لازم است که آنهـا را بـا    ها به تنهايي جوابگو نمي تئوري
تلفيق نمود کـه منجـر    ٨ريزي رياضي و برنامه ٧هاي عددي روش

هاي تحليل حدي تحت عنوان  به پيدايش دسته جديدي از روش
هـا   اين دسته از روش. دي عددي شده استهاي تحليل ح روش

هـاي حـد پـايين     هاي حـد بـالا و روش   به دو دسته کلي روش
هاي حد بالا يـک مکـانيزم زوال مجـاز     در روش. اند تقسيم شده

شود و از طريق برابر قرار دادن تـوان نيروهـاي    درنظر گرفته مي
شـکل   ٩خارجي و توان اتلافي داخلي، يک مسـئله بهينـه يـابي   

 ـ  گي مي دسـت   هرد که با حل آن جواب مرز بالا بـراي بـار زوال ب
 ١١مجاز اسـتاتيکي  ١٠درمسائل حد پايين يک ميدان تنش. آيد مي
شود و از آن طريق تخميني براي حد پايين بـار   گرفته مي نظر در

دليـل   هاي حـد بـالا بـه    هر چند که روش. آيد دست مي هحدي ب
ورد مطالعـه قـرار   سادگي در لحاظ کردن مکانيزم مجاز بيشتر م ـ

دليـل آنکـه در ذات خـود     هاي حد پايين بـه  اند، اما روش گرفته
داراي يک حاشيه ايمني هسـتند بيشـتر مـورد توجـه مهندسـان      

ريـزي   برنامـه  همراه به ١٢استفاده از روش اجزا محدود. باشند مي
رياضي براي تعيين حدود پايين در مسـائل پايـداري دو بعـدي    

هرچنـد کـه روش   . صـورت گرفـت   ]۷[ اولين بار توسط ليزمر
 حساب بهليزمر يک پيشرفت قابل توجه در شاخه تحليل عددي 

بندي پيچيده و هزينه محاسباتي بـالا و   دليل فرمول آيد، اما به مي
نيــز وجــود برخــي نــواقص نظيــر عــدم توانــايي در مدلســازي 

پـس  . نهايت چندان مورد توجه قرار نگرفـت  هاي نيمه بي محيط
، پاسـتور   ]۸[محققين ديگري چون آندرهگن و ناپفل  از ليزمر،

راهکارهاي ديگري را براي تحليل  ]۱۰[و بوترو و همکاران  ]٩[
ريـزي   هـاي دو بعـدي براسـاس روش برنامـه     حد پايين محـيط 

هاي  اين مطالعات منجر به يکسري پيشرفت. ارائه دادند ١٣خطي
نيمـه  هـاي   بـراي محـيط   ١٤کليدي نظير معرفي اجـزاء انبسـاطي  

هـاي سـاده شـده بـراي روش      بنـدي  نهايت و نيز ارائه فرمول بي
هـاي   با وجود قدرتي کـه روش . تحليل عددي مرز پايين گرديد

بـا   ١٥تحليل حدي پيشنهادي داشتند، کـاربرد حلگرهـاي خطـي   
هاي مقدماتي در آنها منجر به عدم توانـايي در تحليـل    الگوريتم

ايـن مشـکل   . گرديدهاي بزرگ  مسائل مکانيک خاک در مقياس
توسـط اسـلوان از طريـق ارائـه يـک الگـوريتم        ١٩٨٨در سال 

گرديد و اين روش  برطرف ١٦پيشرفته به نام الگوريتم دسته فعال
 هـا  پيشنهادي در تحليل مسائل مختلف مکانيک خاک نظير تونل

  .مورد استفاده قرار گرفت ]۱۳[ها  و شيب ]۱۲[ها  ، پي]۱۱[
هــاي حـد پــايين عـددي بــا    بـا وجـود مــوفقيتي کـه روش     

حلگرهاي خطي در حل مسائل دو بعدي و نيز مسائل با تقـارن  
ستند در مسـائل سـه   ندست آوردند، اين راهکارها نتوا محوري به

سازي توابع تسليم  بعدي کاربرد چنداني داشته باشند، زيرا خطي
کند  ها را ايجاد مي در فضاي سه بعدي حجم عظيمي از نامساوي

عـلاوه بـر ايـن،    . سـازد  له را نـاممکن مـي  مسـئ  حـل که عمـلاً  
از . گـردد  سازي تابع تسليم باعث کاهش دقت حل نيز مي خطي

هـاي حـد پـايين عـددي براسـاس       اينرو دسته جديدي از روش
انـد کـه در آنهـا روش اجـزا      حلگرهاي غيرخطي بنا نهاده شـده 

شرايط  همراه بهگرفتن تنش خطي در هر المان  نظر درمحدود با 
شوند  کار گرفته مي يم غيرخطي در تعيين حد پايين مسائل بهتسل

ها در حل مسـائل مختلفـي در مکانيـک خـاک      اين روش. ]١٤[
  .]١٦و١٥[اند  مورد استفاده قرار گرفته

قسمت عمـده تحقيقـات صـورت گرفتـه در گسـترش        
هـاي حـل    هاي حد پايين عددي، به بهبـود الگـوريتم   روش

هـاي عـددي    که تکنيکحال آن. دان يابي پرداخته مسئله بهينه
محيط کمتـر مـورد توجـه     ١٧سازي مورد استفاده براي مجزا

 ]١٨و١٧[انـد و عمـدتاً از روش المـان محـدود      قرار گرفته
از طرفـي بـا   . جهت مجزاسازي محيط اسـتفاده شـده اسـت   

هاي مختلف  هاي بدون شبکه در شاخه گسترش کاربرد روش
هـا در   ده از ايـن روش علمي، تعدادي از مطالعات به اسـتفا 

هـاي حـدي عـددي معطـوف      مجزاسازي محيط در تحليـل 
تـوان مطالعـه چـن و همکـاران      در اين زمينـه مـي  . اند شده

عنوان اولين تحقيقي مطرح نمود که با استفاده  را به ]۲۰و۱۹[
يک روش حد پايين عددي  ١٨از روش بدون شبکه گالرکين
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 ـ را براي حل مسائل پايداري ارائه نمـوده  در ايـن روش  . دان
صورت ترکيبي از يـک ميـدان تـنش بـا      ميدان تنش مجاز به

و ضـريبي از ميـدان تـنش ارتجـاعي تعريـف       ۱۹تعادل ذاتي
با مجزاسازي ميدان تنش معرفي شده توسط روش . شود مي

بدون شبکه گالرکين و اعمال آن در تئوري حد پـايين يـک   
يابي  ئله بهينهآيد که با حل اين مس دست مي يابي به مسئله بهينه

دست  توسط يک الگوريتم غيرخطي پيچيده جواب مسئله به
روش ارائه شده توسط چن و همکاران با وجود ارائه . آيد مي

يک راهکار جديد، روشي پيچيده است که به حل پايين اکيد 
يک روش  ]۲۱[پس از آن له و همکاران . گردد نيز منجر نمي

هـا ارائـه    حـدي ورق حد پايين بدون شبکه را براي تحليل 
کردند که در آن از روش بـدون شـبکه گـالرکين و مفهـوم     

روش آنها نيز فاقد . استفاده شده است ٢٠اي گيري گره انتگرال
در زمينه مهندسـي  . باشد توانايي در ارائه حل پايين اکيد مي

گيري از تابع شکل  با بهره ]۲۲[ژئوتکنيک، غلامپور و بينش 
گيري عددي، روشي بدون شبکه  گرالو نيز مفهوم انت ٢١شپارد

هاي نواري ارائه  را براي تعيين مرز پايين ظرفيت باربري پي
هاي ارائه شده در مطالعات  اين روش برخلاف روش. نمودند

. دهـد  پيشين، يک مرز پايين اکيد براي بار حـدي ارائـه مـي   
چنين از روش ارائه شده در حـل   هم ]٢٣[غلامپور و بينش 

  .استفاده نمودند ۲۲فونله دريچه مدئمس
در اين مقاله هدف آن اسـت کـه روش ارائـه شـده توسـط        

تقويت  ٢٣ريزي غيرخطي ، با کاربرد برنامه]٢٢[غلامپور و بينش 
شود و نتايج آن براي مسائل مختلف پايداري در مکانيک خـاک  

براي اين منظور با استفاده از تابع شکل . مورد بررسي قرار گيرد
اي و نيــز تغييــر ســاختار  گيــري گــره نتگــرالشــپارد و مفهــوم ا

دسـت   يابي غيرخطي به اي مجهول يک مسئله بهينه هاي گره تنش
ريزي مخروطـي مرتبـه    آيد که اين مسئله توسط روش برنامه مي

در نهايت با حل چندين مثال، افزايش دقت و . گردد دو حل مي
 ريزي خطي جهـت  که از برنامه نيز قابليت روش نسبت به حالتي

  .شود، نشان داده شده است يابي استفاده مي حل مسئله بهينه
  

  کليات -٢
تنشي است كه معادلات  ميدانهدف از محاسبه مرز پايين يافتن 

تعادل و شرايط مرزي را در سراسر دامنه مسئله ارضا كنـد و در  
در چنـين  . اي از دامنه نيز از معيار تسليم تجاوز ننمايد هيچ نقطه
ت آمده از ايـن ميـدان تـنش از بـار گسـيختگي      دس هحالتي بار ب

نظر از روش عـددي  طورکلي صرف هب. واقعي بيشتر نخواهد بود
صـورت   توان بـه  استفاده شده، هر مسئله مرز پايين عددي را مي

  :سازي مقيد به شكل زير بيان نمود يك مسئله بهينه

)۱  (  
Max Q(X)
subject to :

a(X) 0
f (X) 0

=
≤

  

تـابع   a، )بار گسيختگي(ف تابع هد Qبردار تنش،  Xكه در آن 
  .باشند تابع قيد تسليم مي fو مرزي شرايط شرايط تعادل و

بسـتگي بـه روش انتخـابي جهـت      fو  Q ،aساختار توابع   
ه با توجه به خصوصيات ممتاز در اين مقال. مجزاسازي محيط دارد

از روش بـدون   ]٢٤[هاي حـد پـايين    توابع شکل شپارد در تحليل
لـذا در  . شبکه شپارد به منظورمجزاسازي محيط استفاده شده است
  .ادامه به تشريح روش بدون شبکه شپارد پرداخته شده است

  
  شبكه بدون معرفي روش -۳
ــه ــاي روش دري طــورکل ب ــدون ه  توســط لهمســئ هندســه شــبکه، ب

ــره از اي مجموعــه ــا گ ــه در ه ــي مدلســازي آن دامن ــراي شــود و م  ب
باشـد   نمـي  طيمح ـ بنـدي  شـبکه  بـه  نيـازي  ٢٥ميدان متغير ٢٤درونيابي

 هـر  اطراف در ٢٦گاهي تکيه دامنه ايجاد طريق از نيز ها گره). ١شكل(
 شـامل  نقطـه  يـك  گـاهي  تكيه دامنه. شوند مي مرتبط گرييکد با گره
گيـرد و   مورد استفاده قـرار مـي   ،تابع تقريب براي است که هايي گره
 هـاي  در انـواع روش ). ٢شـكل ( باشد داشته مختلفي اشكال تواند مي
مـورد   ميـداني  درونيابي متغيـر  براي مختلفي هاي تکنيک شبکه بدون

علت خصوصـيات منحصـر    مقاله حاضر به در. گيرند مي استفاده قرار
هاي حـد پـايين، از ايـن     يلشپارد جهت استفاده در تحل به فرد روش

  .است شده استفاده شکل توابع روش در ساخت
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  ٨٩ ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش

    
  xدامنه تكيه گاهي نقطه  -٢شكل  مدلسازي هندسي دامنه مسئله -١شكل

  
و مقادير  قرار داشته باشد xگره در محدوده اطراف نقطه Nاگر 

) يعنـي ( دنمشـخص باش ـ  هـا  در گره uتابع پيوسته  )1 1u u x=، 
( )2 2u u x=  تابع پيوسته درونيابي شده توسط روش شپارد )  ...و
  ]:٢٤[شود  صورت زير بيان مي به

)۲  (  

N

i j
i 1 j i

N

j
i 1 j i

u r

u(x) j 1, 2,..., N

r

α

= ≠

α

= ≠

= =

∑ ∏

∑∏
  

بر شـکل تـابع درونيـابي شـده     ثابتي است که  α ،)٢(در رابطه
گـوردن و   در مطالعـات انجـام شـده توسـط     .باشد ميثيرگذار أت

1α تـابع درونيـابي   کـردن همـوار   به منظـور ] ٢٥[ويكسوم  > 
که  استjxو نقطه xفاصله بين نقطهjr .درنظر گرفته شده است
  :شود مي تعريفورت زير ص در فضاي دو بعدي به

)۳  (  
1

2 2 2
j j jr (x x ) (y y ) = − + −   

  :شود مي به فرم ماتريسي زير بازنويسي )٢(معادله 
)۴  (  su(x) .= UΦ  
sU هاي مجاور نقطه اي مربوط به گره بردار مقادير گرهx وΦ 

  :گره محلي است Nشکل شپارد براي توابع 
)۵  (  T

s 1 2 N[u ,u ,..., u ]=U  
)۶  (  N(x) [ (x), (x),..., (x)]= Φ Φ ΦΦ 1 2  
)كه )i xΦ شود مي تعريف صورت زير به:  

)۷  (  
j

j i
i N

j
i 1 j i

r

(x) j 1,2,..., N

r

α

≠

α

= ≠

Φ = =
∏

∑∏
  

کـه   هستندتوابع شکل شپارد داراي دو خاصيت منحصر به فرد 
خاصيت اول دارا . هستند در تحليل حدي مرز پايين بسيار مفيد

است که اعمال شرايط مـرزي را   ٢٧بودن خاصيت دلتاي کرانيکر
سازد و خاصيت دوم، که از اهميت بيشتري برخـوردار   ساده مي

براسـاس ايـن اصـل    . ]٢٤ [باشد  است، ارضاي اصل حداکثر مي
اي  کليه مقادير درونيابي شده توسط روش شپارد بين مقادير گره

اصل حداکثر در ارضاي شرايط . گيرند قرار ميحداقل و حداکثر 
هاي آينـده بـه آن پرداختـه     عدم تسليم کاربرد دارد که در بخش

  .شود مي
  
  بندي تحليل حدي عددي مرز پايين فرمول -۴

طور که پيش از اين اشاره شـد، ميـدان تـنش مجـاز بايـد       همان
صـورت کامـل ارضـا     تعادل و شرايط مرزي را براي کل دامنه به

اي از دامنه از معيـار تسـليم    د و وضعيت تنش در هيچ نقطهنماي
گـرفتن   نظـر  درو با  )٤(از طرفي با توجه به رابطه . تجاوز نکند

، اسـت اين واقعيت که در تحليل حد پايين متغير ميـداني تـنش   
وسيله توابع شکل به مقادير  توان مقدار تنش در هر نقطه را به مي

توان مجزاسـازي ميـدان    بارتي مياي ارتباط داد و به ع تنش گره
تنش پيوسته را توسط روش شپارد براساس رابطه زير به انجـام  

  :رساند
)۸  (  ij z ij z

z K
(x) (x) (x )

∈

σ = Φ σ∑  

( )ij xσمقدار تنش در مختصات فضاييx ،z (x)Φ  تابع شـکل
)و (7)تعريف شده در رابطـه   )ij zxσ    ي در ا مقـدار تـنش گـره

  قـرار   هـاي  گـره  نيز مجموعه K.باشند  مي zxمختصات فضايي
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  ١٣٩٣بستان تا، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش ٩٠

    
  qسلول ورونويي اطراف نقطه  -٤شكل  در اطراف هر گره ييسلول ورونو ليتشک -٣شكل

  
  .باشد  مي xهگاهي نقط گرفته در دامنه تکيه

در ادامه نحوه ارضـاي معـادلات تعـادل، شـرايط مـرزي و        
  .گردد شرايط عدم تسليم براي کل دامنه به تفصيل بيان مي

  
  تعادل معادلات ارضاي -١-٤

براي ايجاد يك ميدان تنش مجـاز اسـتاتيكي، تـنش در سراسـر     
  :ي كنددامنه مسئله بايد از معادلات تعادل پيرو

)۹  (  ij
i

j
b 0

x
∂σ

+ =
∂

  

ijσ وib هـاي تانسـور تـنش و نيـروي حجمـي       لفهؤترتيب م به
ارضاي تعادل در  به معناي ها، در گره )٩(ارضاي معادله . هستند

 ٢٨از ايـن رو، يـک سـلول ورونـويي    . دباش نميهمه نقاط دامنه 
مشـتق تـنش در هـر     و )٣شکل( شود  ره ساخته مياطراف هر گ

به عبارت ديگر هر سلول ورونويي يـک   .گردد هموار ميسلول 
کند و هموارسـازي مشـتق تـنش در واقـع      گره را نمايندگي مي
از . استصورت ميانگين در کل سلول ورونويي  ارضاي رابطه به

را  هاي ورونويي کل دامنه طرفي، با توجه به اينکه اجتماع سلول
صـورت متوسـط در    دهد، در واقع روابـط تعـادل بـه    پوشش مي

  .گردد تمامي نقاط محيط ارضا مي
  :دگرد ميصورت زير هموار  مشتق تنش در سراسر سلول به  

)۱۰  (  
L

ij ij

j j
d

x xΩ

∂σ ∂σ
= Ψ Ω

∂ ∂∫
%  

ترتيـب تـنش همـوار شـده، تـابع       بـه  LΩو ijσ%،Ψکه طوري به
ن چمطالعات  در. باشند  مي ورونويي هموار کننده و دامنه سلول

ده ش ـمعرفـي  صورت زيـر   تابع هموار کننده به ]٢٦[ و همکاران
  :است

)۱۱  (  L
L

L

1 x A
A
0 x A

 ∈Ψ = 
 ∉

  

LA ــلول ور مســاحت ــوس ــتفاده از. اســت ويين ــا اس ــابع  ب ت
معادلـه  ، ٢٩نساديـورژ  قضـيه  چن و همكـاران و بـا  همواركننده 

  :شود  مي تر سادهصورت زير  هب )١٠(

)۱۲  (  
L

ij
ij j

j L

1 n d
x A

Γ

∂σ
= σ Γ

∂ ∫
%  

LΓ ي وويمرز سلول ورونjn      بـردار واحـد نرمـال در جهـتj 
  .اند نشان داده شده) ٤(، كه در شكلباشد  مي

معادلـه تعــادل   )٩(در رابطـه   )١٢(رابطــه  اريگـذ  جـاي بـا    
  :شود  يم تعريفر يصورت ز به

)۱۳  (  
L

ij j i
L

1 n d b 0
A

Γ

σ Γ + =∫  

کل ، شرط تعادل در ييهر سلول ورونو در )١٣(رابطه  يبا ارضا
توسط  معادلات تعادل يسپس مجزا ساز ؛شد  خواهد ارضا  دامنه

 رابطـه در  )٨( رابطـه  گـذاري  جـاي ، با روش بدون شبكه شپارد
  :شود يانجام م )١٣(
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  ٩١ ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش

)۱۴  (  
L

z ij j i
Lz K

1 (x) (x)n d b 0
A

∈ Γ

Φ σ Γ + =∑ ∫  

ف شده در دامنه يتعر يها ه گرهيگرفتن کل نظر درت با يو در نها
  :شود ير نوشته ميز يسيبه فرم ماتر )١٤(مسئله، معادله 

)۱۵  (  eq eq=A Bσ  
  که
)۱۶  (  T

eq 1 2 M[ ... ]=A A A A  
)۱۷  (  [ ]Teq 1 2 M...=B B B B  
)۱۸  (  [ ]T1 2 M...=σ σ σ σ  

 .استله ئسازنده هندسه مس يها گرهکل تعداد  Mبالا، در روابط
و ) iσ( يا گـره  يهـا  بـردار تـنش   يا ط کرنش صـفحه يدر شرا

  :ندباش مير يصورت ز به) iB( يحجم يها روين
)۱۹  (  T

i 11 i 22 i 12 i[ (x ) (x ) (x )]= σ σ σσ  
)۲۰  (  T

i 1i 2i[b b ]=B  
 ۱در جهت  iگره  بر درترتيب نيروي حجمي وا به 2ibو 1ibکه
قرار گرفته در  هاي گرهه ب MAتا  1Aهاي  ماتريس. هستند ۲و 

با فـرض اينکـه   . بستگي دارند Mتا  ١هاي  گاهي گره دامنه تکيه
، انـد  قـرار گرفتـه   iگـاهي گـره    در دامنه تکيـه  tو   r ،sهاي  گره

  :شود  مي تعريف صورت زير به iAماتريس
e e e

i r s t[ ... ... ... ... ]=A 0 0 A 0 0 A 0 0 A 0 0% % %

 )۲۱ (  

)۲۲  (  
e e
m1 m2e

m e e
m2 m1

A 0 A

0 A A

 
 =
  

A%  

eر محاسبهومنظ هب
m1A وe

m2A يريگ ک انتگراليتکن بايد از يك 
 ٣٠يا هنق ـذوز روش نجـا بـا اسـتفاده از   يدر ا. استفاده کرد يعدد
e، ٤ هر قطعه در شکل يبرا

m1A وe
m2A دست  هب ريصورت ز به

  :آمده است

( ) ( )

( ) ( )

s

s

N
e D D D 1 DD D
m1 m q 1 m q 1

L D 1
N

e D D D 1 DD D
m2 m q 2 m q 2

L D 1

L L1A x n x n
A 2 2

L L1A x n x n
A 2 2

+

=

+

=

 
= Φ + Φ  

 
= Φ + Φ  

∑

∑
 

)۲۳(  

 ـوسلول ور ياه علض کلتعداد  sNن روابط،يکه در ا مربـوط   ييون
q ،Dبه گره 

qx وD 1
qx Dيضـلع مـرز   ييدو نقطه انتهـا  +

kΓ وDL 
Dلطو

kΓ هستند. D
1nوD

2n ـترت ز بهين  بـردار   يهـا  لفـه ؤب طـول م ي
Dنرمال وارد بر ضلع

kΓ  باشند  يم ۲و  ۱در جهت.  
  
  ارضاي شرايط مرزي -٢-٤

شـرايط مـرزي   حدي مـرز پـايين،   در مباحث مربوط به تحليل 
تـوان در مرزهـاي مختلـف،     که مي طوري ه، باستها  تنششامل 

  :صورت زير بيان کرد شرايط را به

)۲۴  (  n constant
constant

σ =

τ =
  

هـاي نرمـال و برشـي در طـول لبـه       ترتيب تنش به τو nσکه
تـوان مشـتق    ها مـي  با توجه به ثابت بودن تنش .باشند  مرزي مي

هاي ورونويي مـرزي برابـر    تنش را در راستاي مربوطه در سلول
صفر قرار داد و با توجه به خاصيت دلتاي کرانيکر بـراي توابـع   

هـاي مـرزي    شکل شپارد، به سادگي شرط تنش ثابت بر سـلول 
 نظر درو با  jبا فرض ثابت بودن تنش در راستاي . شود اعمال مي
  :خواهيم داشت )١٢( گرفتن رابطه

)۲۵  (  B

B

n
n j

j LB

j
j LB

1 n d 0
x A

1 n d 0
x A

Γ

Γ

∂σ
= σ Γ =

∂

∂τ
= τ Γ =

∂

∫

∫

%

%
  

. باشـند   مربوط به سلول ورونويي گره مرزي مـي  BΓو LBAکه
فـرم مجـزا شـده روابـط     لازم است که ريزي عددي  براي برنامه

در معادلـه   )٨(معادلـه   گذاري جاياز اينرو با . ايجاد گردد )٢٥(
  :داريم )٢٥(

)۲۶  (  B B

B B

z n z j
LBz K

z z j
LBz K

1 (x) (x )n d 0
A

1 (x) (x )n d 0
A

∈ Γ

∈ Γ

Φ σ Γ =

Φ τ Γ =

∑ ∫

∑ ∫
  

واقع در دامنه تکيه گاهي يک گـره   اي از نقاط ، مجموعهBKکه
هـاي   گـره  تمـامي  در) ۲۶( تمعـادلا با بازنويسـي  . استمرزي 
  :ديآ دست مي هبه فرم ماتريسي زير ب يسيستم معادلات ،مرزي

)۲۷  (  bo bo=A Bσ  
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  ١٣٩٣بستان تا، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش ٩٢

 بـه  )۲۶(رابطـه   ي اسـت کـه از اعمـال   ماتريس ضرايبboA که
بـردار   boBو  آيد دست مي هب لهئمسهاي ورونويي مرزي  سلول
  .باشد  ها در طول مرز مي مقادير مشخص تنش ابط بتمر
  
  تسليم شرط -۴-۳
از  يبه فرد تابع شـپارد برخـوردار  ات منحصر ياز خصوص يکي

 ـبراسـاس ا  .اصل حداکثر است  jxنقـاط همـه   يبـرا  ،ن اصـل ي
jکـه  1, 2,..., N=  تـابع  ريمقـاد( )u x توسـط حـداکثر مقـدار     
jmax(u( يا گره jmin(u( يا از بالا و حداقل مقدار گـره ) ( ) (
ر يصورت ز بهتوان  يمرا   يژگين ويا. ن محدود شده استيياز پا
  :ن کردايب

)٢٨  (  
( )

j jlet M max(u ) , m min(u ) then

m u x M

= =

≤ ≤
  

ن مقالـه،  يدر ا يشنهاديدر روش پ يدانير مينکه متغيبا توجه به ا
ر يگرفتن اصل حداکثر، مقـاد  نظر درن با يباشند؛ بنابرا مي ها تنش
ن حــداقل و يشــده توســط روش شــپارد همــواره بــ يبايــ درون

نرو اگر کنترل عدم ياز ا. شوند ميواقع  اي گره يها حداکثر تنش
شـده توسـط    يابي دان تنش درونيم يم برايدان تسليتجاوز از م

رد، متضـمن ارضـا شـرط    يصورت گ ها روش شپارد تنها در گره
  .م در کل نقاط دامنه خواهد بوديعدم تسل

شـرايط   در ٣١کولمـب -معيار تسليم مـور  ازضر حا در مقاله  
 ـا. استفاده شده است مسطح كرنش  ـن معي  (1,2) يار در فضـا ي
  :شود مير تعريف يصورت ز به

2 2
11 22 12 11 22F ( ) 4 ( )sin 2c cos= σ − σ + σ + σ + σ φ − φ  

)٢٩(  
اصطکاک خـاک   هزاويگي و  ترتيب چسبند به φو cکه، طوري به
شرط لازم براي مجـاز بـودن ميـدان تـنش بـه لحـاظ        .باشند  مي

  :خميري آن است که
)٣٠  (  F 0≤  
 اي ي گـره هـا  شرطي است که براي وضـعيت تـنش   اين واقع در

گرفتـه شـده بـه لحـاظ      نظـر  دربايد برقرار باشد تا ميدان تـنش  
  .خميري سازگار باشد

  يابي بهينهتشکيل مسئله  -٥
. هاي قبل شرايط تشکيل ميدان تنش مجاز بيان گرديد در قسمت

اين ميدان تنش ناشي از يک تحريک خارجي است که در اکثـر  
. باشـد  مسائل پايداري، بارگذاري خارجي در قسمتي از مرز مـي 

بنابراين مسئله تحليل حدي مرز پايين در واقع يافتن يک ميدان 
. دست دهـد  دار بار خارجي را بهتنش مجاز است که حداکثر مق

يابي  لذا روند حل در يافتن مرز پايين بار حدي به يک مسئله بهينه
بارگذاري خارجي و قيود  ٣٢انجامد که در آن تابع هدف مقيد مي

بر . هستندآن شرايط مربوط به تعادل، مرزها و عدم تسليم نقاط 
  :شود صورت زير تعريف مي اين اساس تابع هدفي به

)۳۱  (  nf
S

Q h dS= σ∫  

تـنش نرمـال    nfσضخامت عمود بر صفحه، hبار حدي، Qکه
 تحـت    طـول ناحيـه   Sبارگذاري در مرز و   اعمال شده بر ناحيه

، فـرم گسسـته   ٣٣ز روش گـاوس با استفاده ا .باشد  بارگذاري مي
  :گردد به شکل زير بازنويسي مي) ۳۱( رابطه

)۳۲  (  ( )
GN

i nf G G
i 1

Q h x , y
=

= ω σ∑  

وزن  S،iω  تعداد نقاط گاوس واقع شده در طول ناحيـه  GNکه
Gو iنقطـــه گـــاوس G(x , y مختصـــات نقطـــه گـــاوس در  (

,x)فضاي y) باشد  مي.  
نهايت با مشخص بودن تابع هـدف و قيـود لازم، مسـئله    در  
  :گردد صورت زير تشکيل مي يابي به بهينه

)۳۳  (  

( )

( )

eq eq

bo bo

Maximize Q
Subjected To :

f 0

 
=

=

≤

A B

A B

σ

σ

σ

σ

  

  
  يابي نهيحل مسئله به -٦

 ـلازم است که روش حل آن ن يابي نهيبه ل مسئلهيپس از تشک ز ي
 ـم ينکـه ضـابطه تسـل   يبا توجـه بـه ا  . مشخص گردد ک رابطـه  ي

ک مسئله يز يد شده نيتول يابي نهي، مسئله بهاستاز تنش  يرخطيغ
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  ٩٣ ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش

 يبرا يخط يزير برنامه يها کيتوان از تکن ياست و نم يرخطيغ
د يمق يباي نهيد به نحوه حل مسائل بهيحل آن استفاده کرد و لذا با

انجـام   يهـا  ين راستا، با توجه به بررسيدر ا. پرداخت يرخطيغ
 ـ نـه يل مسـائل به يد که تبديگرفته مشخص گرد بـه مسـائل    يابي

مرتبـه دو و اسـتفاده از روش حـل نقطـه      يمخروط يزير برنامه
حل  يصورت گسترده برا است که به ييها از روش يکي ٣٤يداخل

ع مورد اسـتفاده قـرار   يوساس يدر مق يرخطيغ يابي نهيمسائل به
 ـر مسـئله برنامـه   ينرو در ادامه ابتدا شکل کل ـياز ا. رديگ يم  يزي

ر ساختار ييتغ يگردد، سپس به چگونگ يان ميمرتبه دو ب يمخروط
 يزير ل آن به مسئله برنامهيتبد يدست آمده برا هب يابي نهيمسئله به
    .شود يمرتبه دو پرداخته م يمخروط
مرتبـه   يمخروط يزير مسئله برنامه يشکل عموم يطورکل هب
:]۲۷[گردد  يان مير بيصورت ز دو به

  

T

T
i i i i

Minimize

Subjected to: , i 1,..., m+ ≤ + =

=

f x

A x b C x d
Fx g

 

)۳۴(   
 ـ نـه ير بهيمتغ nR∈x که در آن in، يابي n

i R ×∈A، in
i R∈b، 

n
i R∈C، i R∈d، p nR ×∈F وpR∈g ــا  يپارامترهـــ
بعد  n. است ٣٥يدسيمعرف نرم اقل .عملگر . باشند يمسئله م

دو  يدس ـياقل يدر فضـا  يسـاز  نهيمسائل به يمسئله است و برا
p يو سه بعد يبعد pيا  =2   .باشد يم =3
 ـر صـورت برنامـه   بـه  )٣٣( يابي نهيله بهئل مسيتبد يبرا    يزي

ف تـابع  يدر نحوه تعر يراتييمرتبه دو لازم است که تغ يمخروط
صـورت   م مجدداً بهيد تسلين منظور، قيبه هم .م اعمال شوديتسل
  ]:۲۸[شود  يم يسير بازنويز
)۳۵  (  2 2

xx xy mS S sin ccos 0+ + σ φ− φ ≤  
)۳۶  (  m xx yy ij ij m ij

1
( ), S

2
σ = σ + σ = σ −σ δ  

همراه با  يخط يد تساويک قيم به يد تسلي، قzريف متغيبا تعر
  :گردد يل ميمرتبه دو تبد يد مخروطيک قي

mz a k+ σ =  
)۳۷  (  2 2

xx xyS S z+ ≤  

a كه sin= φ و k ccos= φ ـبـا توجـه بـه تغ   . باشند مي  رات يي
 ـبه شکل ز iSتنش براساس بردار ياعمال شده، فضا  نظـر  درر ي

  :شود يگرفته م
)۳۸  (  T

i m,i xx,i xy,i[ S S ]= σS  
  :استر يصورت ز بهiσ ين فضا و فضايکه رابطه ا

)۳۹  (  

1
i i

1 1 0
1 1 0
0 0 1

−=

 
 = − 
  

S P

P

σ

  

 )٣٣( يسـاز  نـه يگرفته شده، مسئله به نظر دررات ييتوجه به تغبا 
  :شود يم يسير بازنويصورت ز به

)۴۰  (  
*
eq eq
*
bo bo

i m,i

2 2
xx,i xy,i i

Minimize Q( )
subject to :

z a k i 1,..., N

S S z i 1,..., N

−

=

=
+ σ = =

+ ≤ =

S

A S B

A S B  

1و  تــنش تعــداد نقــاط ارزيــابي   Nکــه  N[S .... S ]=S .
*هاي  ماتريس *

bo eq,A A يافته هاي تغيير  ترتيب ماتريس بهeqA 
  .باشند براي فضاي تغيير يافته تنش مي boAو 
  
  نتايج عددي -۷

صحت و کارآمـدي روش پيشـنهادي در ايـن      يابيزرار وبه منظ
ابتدا مثال بارگذاري زهکشي شده بر روي خاک چسـبنده  ، مقاله

حل شده است مورد  ]٢٢[اصطکاکي که توسط غلامپور و بينش 
دست آمده با نتايج  گيرد و کيفيت نتايج به بررسي مجدد قرار مي
سپس مسئله دريچـه مـدفون در خـاک    . گردد پيشين مقايسه مي

دست آمده با نتايج  گيرد و نتايج به چسبنده مورد بررسي قرار مي
  .گردد دست آمده در ساير تحقيقات مقايسه مي به
  
  نواري  پي توسط رگذاري زهکشي شدهاب -١-٧
روي  بـر  صـاف نواري   براي يک پي )fq( گسيختگيدقيق ر اب

  ]٢٩[بــدون وزن توســط پرنــدل  اصــطکاکي  -خــاک چســبنده
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  ١٣٩٣بستان تا، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش ٩٤

                

              
φ′010 )الف يمدل بدون شبکه برا -٥شکل  φ′020) ب = φ′030) ج = φ′040 )د = =  

  

  
 گرفتن وزن خاک نظر دربا  ياصطکاک -خاک چسبنده -٦شکل 

  ينوار يتحت پ
  

  :صورت زير ارائه شده است به
)۴۱  (  f c qq c N qN′= +  

)۴۲  (  2
qN exp( tan ) tan ( )

4 2
′π φ′= π φ +  

ر و ثؤترتيب فشار سـربار، زاويـه اصـطکاک م ـ    به ′cو q،′φکه
  .هستندر ثؤگي م چسبند

، چهـار مـدل بـدون    ٥به منظور ارزيابي روش، مطابق شکل   
هـاي   هـاي مشـابه بـا مـدل     شبکه با هندسه، آرايش و تعداد گره

مدلسـازي   ]٢٢[بيـنش  گرفتـه شـده توسـط غلامپـور و      نظر در
دسـت   هها با جواب ب دست آمده از تحليل هنتايج ب. گرديده است

دست آمده از مطالعـه غلامپـور    هآمده از حل پرندل و نيز نتايج ب
مقايسـه نتـايج نشـان    . ارائـه شـده اسـت    ١و بينش در جـدول  

ريزي غيرخطي علاوه بـر کـاهش قابـل توجـه      دهد که برنامه مي
سـازي کـه منجـر بـه کـاهش هزينـه        ينـه تعداد قيـود مسـئله به  

در . گـردد  تري نيز منجـر مـي   شود، به جواب دقيق محاسبات مي
هندسـه نشـان داده شـده در     ادامه، جهت وارد نمودن اثـر وزن، 

 مناسـب هـاي   دامنـه انتخاب با . گرفته شده است نظر در ٦ شکل
ــف  ــادير مختل ــراي مق ــدار ،φب fqمق / c  ــبت ــراي نس ــاي ب  ه

/مختلف cγ  ر براي ناحيه تماس پي گرفتن شرايط زي نظر دربا
و  صـحت   سـي ربر جهـت  .و سطح خاک، محاسبه شـده اسـت  

 رابطـه دست آمـده بـا نتـايج حاصـل از      هبنتايج ها،  دقت جواب
طبـق رابطـه ترزاقـي، بـار     . مقايسه گرديـده اسـت   ]٣٠[ قياترز

  :شود گسيختگي از رابطه زير تعيين مي
)۴۳  (  f c qq cN qN 0.5 BNγ= + + γ  

 )ب )الف

 )د )ج
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  ٩٥ ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش

  نتايج تحليل براي مقادير مختلف زاويه اصطکاک -١جدول
φ  زاويه اصطکاک =10o  φ = 20o  φ = 30o  φ = 40o  
  ٣١/٧٥  ١٣/٣٠  ٨٣/١٤  ٣٤/٨  پرندل حل براساس رابطه

  ٩٦٩٦/٧٣  ٥٤٨١/٢٩  ٤٧٨٣/١٤  ١٢٥٥/٨  نتايج مطالعات غلامپور و بينش
  ٧٨/١  ٩٣/١  ٣٧/٢  ٥٧/٢  (%)درصد خطا 

  ٠١٦/٧٥  ٨٩٧/٢٩  ٧٠٢/١٤  ٢٠٨/٨  نتايج حد پايين روش ارائه شده
  ٣٩/٠  ٧٧/٠  ٨٦/٠  ٥٨/١  (%)درصد خطا 

  
fqدست آمده براي  نتايج به -۲جدول / c  مختلف  هاي نسبتبراي/ cγ  

 

φ = 10  φ = 20  φ = 30  φ = 40  

جواب حد   حل ترزاقي
جواب حد   حل ترزاقي  پايين

جواب حد   حل ترزاقي  پايين
جواب حد   قيحل ترزا  پايين

  پايين
/ c 1γ =  ۸/۸  ١٨/١٥٢  ٨/١٥٤  ٥٣/٤٤  ٢/٤٥  ٧٤/١٧  ٨/١٧  ٣٠/٨  
/ c 2γ =  ٤٦/٢٢٦  ٣/٢٣٤  ٦٧٧/٥٩  ٣/٦٠  ٦٥/٢٠  ٨/٢٠  ١٩/٩  ٢/٩  
/ c 3γ =  ٣٨/٣٠٩  ٨/٣١٣  ٢٣/٧٣  ٤/٧٥  ١٧٦/٢٣  ٨/٢٣  ٥٤/٩  ٦/٩  

  
 ـ  ـ ازي اين معادله ترکيب گـي، سـربار و وزن خـاک     ثير چسـبند أت

 ـ  هـاي   فـاکتور . دده ـ دسـت مـي   هاست که يک جواب تقريبـي ب
Nو cN،qNظرفيت باربري γ ـ به  ، cگـي   ثير چسـبند أترتيب ت

بـراي    مقادير مختلفي. دهند خاک را نشان مي γو وزن qسربار
ها ارائه شده است که در اينجا از مقـادير ارائـه شـده     اين فاکتور
 مقادير ارائه شـده  و cNبراي] ٣٢[ ريسنرو ] ٣١[ توسط پرندل

نزديـک  محاسبه جواب  ه منظورب ،Nγبراي ]٣٣[ هانسن توسط
نتايج مربوط به اين قسـمت در   .دقيق استفاده شده استبه حل 
 ـ نتايجطورکلي با توجه به  هب. تاس شدهارائه  ٢جدول  دسـت   هب

 با دقت مناسبي به محاسـبه  روش حاضردهند که  آمده نشان مي
 اصـطکاکي   -چسـبنده  هـاي  خـاک  بـار حـدي بـراي   ين يحد پا
  .دپرداز مي
  
  مسئله پايداري دريچه مدفون -٢-٧
هـاي   سـال   دي براي يک دريچه مدفون طيحبرآورد بار  لهئمس
قرار گرفته است و در زمينه پايداري تونـل    رسيرلي مورد بوامت
و احداث معدن حـائز  ) تموق هاي خصوص در بحث سقف هب(

دي ايـن  ح ـر ااست که مقدار دقيق ب  اين در حالي. اهميت است
له ئمحيط و شرايط مس. مانده است  صورت مجهول باقي هله بئمس

 ،مطـابق شـکل  . نشان داده شده است ٧دريچه مدفون در شکل 
چسبنده با مقاومت برشي زهکشـي نشـده    يک لايه خاک کاملاً

uS و ضخامتH بر روي يک دريچه مدفون به عرضB  قرار
فرض شده است که بستر زير لايه خاک و  جادر اين. گرفته است

و وزن لايـه خـاک    )sσ(ل شدهاعمار اخود دريچه، تحت سر ب
به اين ترتيب فشار فعال لايه خاک روي . شوند  دچار تسليم نمي

در قسـمت   )tσ( هـاي کششـي خـارجي    وسيله تـنش  هدريچه ب
  .شود  مقابله مي ،دريچه

تـوان در کميـت عـدد     پايداري يک دريچـه مـدفون را مـي     
  :شود  صورت زير ارائه مي خلاصه کرد که به) N(پايداري 

)۴۴  (  s t uN ( H ) / S= γ + σ − σ  
Hاز نسبت   عيباعدد پايداري در واقع ت / B که با افزايش  است

دم وجـود  ع ـبا توجـه بـه   . يابد  افزايش مي مقدار آن ،اين نسبت
ين بـراي عـدد   يله، محاسـبه حـد پـا   ئجواب دقيق براي اين مس

  تـوان    کـه مـي   چـرا  ،پايداري از اهميت زيادي برخوردار اسـت 
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  ١٣٩٣بستان تا، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش ٩٦

    
  ها گره شيمدفون و آرا چهيله درئمس يدامنه انتخاب -٨شکل  مدفون چهيمسئله در اتييجز -٧شکل

  
  .دکراستفاده   مستقيماً از اين مقدار در طراحي

 محققيندي دريچه مدفون توسط حبار   سيربر ،پيش از اين  
تعـدادي ميـدان تـنش     ]٣٤[ ديـويس . شده است انجاممتعددي 

مجاز تنش  هاي ساده را مورد توجه قرار داد که شامل ناپيوستگي
له ئسازي هندسـه مس ـ  دد پايداري به بهينهر يافتن عومنظ و به بود

 يعنــي(کــم عمــق  ةپرداخــت کــه از ايــن طريــق بــراي دريچــ
0 H / B 2≤ ين يبازه مناسب را براي حد بالا و حـد پـا   کي)  ≥
بـا اسـتفاده از    ]٣٥[ پس از آن گـان . دست آورد هعدد پايداري ب

خت اس جواب خميري دقيق براي انبساط يک سيلندر ضخيم به
ميدان تنش مجاز استاتيکي پرداخت و عبارت زير را براي عـدد  

  :دست آورد هپايداري ب

)۴۵  (  s t
e

u

H HN 2log (2 ); H / B 1/ 2
S B

γ + σ − σ
= ≥ ≥  

 يدحل يتحل  يبيترک شبا استفاده از رو ]٣٦[ نود اسلعده سال ب
ن ييحد پا يبرا را يتر سبامن يها جواب ،و روش المان محدود

 ـيب ين ترتيست آورد و بدد به يداريعدد پا يو حد بالا  ازهک ب
  .ف کردين پارامتر تعريق ايمقدار دق يمناسب برا

 ن مقالهيدر ا ارائه شده شرو ييکارا  يرسرن بخش به بيدر ا  
 ـپا عـدد  نييمحاسبه حد پا يبرا چـه مـدفون   يله درئمس ـ يداري

نسـبت مختلـف    يدست آمـده بـرا   هج بيانت. پرداخته شده است
H / B ـا. شده است ارائهچه صاف و زبر يو در  ن نکتـه قابـل   ي

 ـع ل انجام شده با فرضيذکر است که تحل ده ودم وجود سربار ب
و دامنه  ابعاد .نظر شده است ت از وزن خاک صرفاو در محاسب

 يهـا  داروها و نم ش گرهيآرا همراه بهله ئل مسيتحل يبرا يانتخاب
H حالت يبرا آنها ييونوور / B ش داده ينمـا  ٨ در شـکل  =5

 يساز مدل دامنهاز  يميله تنها نئبا توجه به تقارن مس .شده است
  .شود يم

 ـعـدد پا  يدست آمده بـرا  هج بينتا   ت حـالا  يبـرا  Nيداري
Hمختلف / B  آورده شده است ٣در جدول.  

ا زبـر  ين بحث صاف ييوش حد پادر ران ذکر است که يشا  
 ـدر ا يط تـنش برش ـ ي، بـه شـرا  يارذرگاب   هيبودن ناح  ـن ناحي    هي
 ريز   هيدر تمام ناح يط صاف تنش برشيدر شرا. شود  يمربوط م
ن شرط در قالب يرد و ايگ  يصفر قرار م يمساو يبارگذار منطقه
له ئتنش بـه مس ـ  يط مرزيمربوط به شرا يها ديمشابه ق  ييها ديق
ط زبـر، مجموعـه   يگر در حالت شراياز طرف د .شود يل مامعا

 ـگ  يبرابر صـفر قـرار م ـ   يارذرگاب   هيدر ناح يبرش يها تنش . ردي
  :ديبا يارذرگاب   هيناح يبرا  يعني
)۴۶  (  

S

dS 0τ =∫  

قـرار گرفتـه تحـت       ناحيه Sتنش برشي و τکه در اين رابطه 
  .باشد  اري ميذرگاب

دست آمده بـراي عـدد    هصحت نتايج، مقادير ب  سيربراي بر  
پايداري با استفاده از روش پيشنهادي با تحقيقات انجـام گرفتـه   

. مقايسـه شـده اسـت    )ب(و )الف(دارودر دو نم ]٣٤-٣٦[  قبلي
 ـ  همان دسـت آمـده داراي دقـت     هطورکه مشخص است نتـايج ب
  و با توجه به مقادير حـد بـالاي نشـان داده شـده،      بودهناسب م
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  شرايط صاف -ب  شرايط زبر -الف

  دست آمده براي عدد پايداري با مطالعات انجام شده قبلي مقايسه مقادير به -٩شکل
  

دست آمده براي عدد پايداري دريچه مدفون در  همقادير ب -٣جدول
  شرايط صاف و زبر بارگذاري

    شرايط زبر  صاف شرايط
٠٥/٢  ٠٩/١  H / B 1=  
٧٩٢/٣  ٦٣٨/٣  H / B 2=  
٢٩٢/٥  ١٨٢/٥  H / B 4=  
٠٧٨/٦  ٦٤٤/٥  H / B 5=  
٦٨/٦  ٠١٤/٦  H / B 6=  
٨٤٢/٦  ١٩٢/٦  H / B 8=  
٣٤٨/٧  ٨٢٤/٦  H / B 10=  

  
تر کردن بازه مربـوط بـه جـواب     نتايج حاصل در جهت کوچک

ــ  اصــلي ده و از دقــت بيشــتري نســبت بــه ســاير تحقيقــات  وب
  .برخوردار است

  
  گيري نتيجه -٨

در اين تحقيق محاسبه حد پايين بار حدي براي مسائل پايداري 
تئوري حـدي، يـک روش   در مکانيک خاک با استفاده از تلفيق 

مجـزا  . ريزي غيرخطـي انجـام شـده اسـت     بدون شبکه و برنامه

وسـيله   گيري از روش بدون شبکه و به سازي دامنه مسئله با بهره
تعريف گره انجام گرفته که استفاده از اين تکنيـک سـبب رفـع    

بندي نظير اختصاص هر گـره تنهـا بـه     مشکلات ناشي از شبکه
بـراي  . شـود  هـا مـي   مرز بين المـان  يک المان و يا گسستگي در

هـاي ورونــويي   اعمـال شـرط تعــادل، دامنـه مســئله بـه ســلول    
بندي شده و پس از آن روابـط تعـادل بـراي هـر سـلول       تقسيم

شوند که از تابع شکل شپارد بـراي درونيـابي    ورونويي ارضا مي
شرايط مرزي نيز با توجه به هندسه مسئله . استفاده گرديده است

شرط تسليم نيز بـا توجـه بـه    . شود مرزي اعمال ميهاي  به گره
خاصـيت تـابع شــپارد کـه درونيــابي را در محـدوده حــداقل و     

هـا بررسـي شـده     دهد، در گـره  اي انجام مي حداکثر مقادير گره
در انتها، پس از تعيين يک تـابع هـدف مناسـب و تغييـر     . است

صـورت   سـازي بـه   ساختار قيدهاي مطرح شده، يک مسئله بهينه
 ـ    ئله برنامهمس آيـد کـه    دسـت مـي   هريـزي مخروطـي مرتبـه دو ب

 هـاي  مثـال  بـه  توجه با .باشند اي مي هاي گره مجهولات آن تنش
ارائـه شـده    روش كـه  گرديـد  مشـخص  شده در اين مقاله حل
بـار حـدي در مسـائل     پـايين  حد تخمين در خوبي دقت داراي

  .است پايداري مکانيک خاک
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  واژه نامه
1. lower bound 
2. Shepard's mesh-free method 
3. second-order cone programming 
4. rigid-plastic behavior  
5. associated flow rule 
6. limit analysis 
7. numerical method 
8. mathematical programming 
9. optimization problem 
10. stress field 
11. statically admissible 
12. finite element method 

13. linear programming 
14. expansion components 
15. linear solvers 
16. active set algorithm  
17. discretization 
18. element free Galerkin 

method 
19. self-equilibrium stress field 
20. nodal integration 
21. Shepard´s shape function 
22. trapdoor 
23. nonlinear programming 

24. interpolation 
25. field variable 
26. support domain  
27. Kronecker delta property  
28. Voronoi cell  
29. divergence theorem  
30. trapezoidal method 
31. Mohr-Coulomb yield criterion  
32. objective function 
33. Gauss method 
34. interior point method  
35. Euclidean norm 
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