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هاي جدیدي با استفاده از توابع شکل مختلط فوریـه تحـت   هاي نازك ویسکوالاستیک المانمنظور تحلیل اجزاي محدود ورقبه ،این مقاله در -چکیده

 تبـه لثی مراي در یک المان مثجملهمیدان توابع چند DKFTهاي ورق المان ساختنمنظور پیشنهاد شده است. به )DKFT( کیرشهف فوریه عنوان المان ورق

هـاي  المـان  مـدي اسازي شده است. براي بررسـی صـحت و دقـت روش پیشـنهادي و کار    گرهی با میدان توابع پایه شعاعی مختلط فوریه غنیششدوم 

بـا حـل    ها صورت گرفته است و نتـایج آن ضلعی و بیضويِ نازك ویسکوالاستیک با استفاده از این المانهاي چهارپیشنهادي، تحلیل اجزاي محدود ورق

 DKFTهاي دهد که المانافزار تجاري آباکوس مقایسه شده است. نتایج نشان میو حل با کمک نرم )DKT( کیرشهف هايتحلیلی و نتایج حاصل از المان

ی برخوردارنـد و هزینـه   مدتر و توانمندتر هستند، چرا که نسبت به آنها از دقـت بـالای  ابسیار کار DKTهاي هاي کلاسیک ورق و الماندر مقایسه با المان

 دهند.میزان قابل توجهی کاهش میمحاسباتی را نیز به

  

  

، توابع پایه شعاعی مخـتلط فوریـه، توابـع شـکل     DKFTهاي نازك، ویسکوالاستیسیته، المان ورق روش اجزاي محدود، خمش ورق :يدیکل يهاواژه

  .مختلط فوریه

  

  

New DKFT Elements for the Finite Element Analysis of Thin 

 Viscoelastic Plates 
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Civil Engineering Department, Shahrood University of Technology, Shahrood, Iran 

 
Abstract: In this paper, finite element analysis of thin viscoelastic plates is performed by proposing new plate elements 
using complex Fourier shape functions. New discrete Kirchhoff Fourier Theory (DKFT) plate elements are constructed by 
the enrichment of quadratic function fields in a six-noded triangular plate element with complex Fourier radial basis 
functions. In order to illustrate the validity and accuracy of the presented approach and robustness of the proposed elements 
in viscoelasticity, finite element analysis of square and elliptical viscoelastic thin plates is performed and the results are 
compared to those of analytical solutions and with those obtained by discrete Kirchhoff Theory (DKT) elements and the 
commercial software ABAQUS. The results show that FE solutions using DKFT elements have an  excellent agreement with  
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the analytical solutions and ABAQUS solutions, even though noticeably fewer elements, in comparison to DKT and classic 
plate elements, are employed, which means that  the computational costs are reduced effectively. 
 
Keywords: Finite element method, Bending of thin plates, Viscoelasticity, DKFT plate element, Complex Fourier radial basis 

functions, Complex Fourier shape functions. 

  

 

  فهرست علائم

A  مساحت صفحه میانی ورق  R(r)  بردار توابع پایه شعاعی  

a  0  بردار ضرایب مجهول توابع پایه شعاعیR  ماتریس تناوب  

B  ییجاجابه -ماتریس تبدیل انحنا  R  نرخ تغییرات کرنش در یک گام زمانی  

b  ايبردار ضرایب میدان توابع چندجمله  R  نرخ تغییرات انحنا در یک گام زمانی  

qC  نر در المانثابت ف qام ماکسول  r  نُرم اقلیدسی  

ijklC  تانسور مرتبه چهار مدول استراحت  w, v,u  یی در راستايجاجابهz, y, x  

d  بردار درجات آزادي گرهی  α  پارامتر شکل  

F  
  بردار نیروي کلی

y x,   زاویه بین نرمال صفحه قبل و بعد از خمش 

ef1  
 سطحی بردار تنشمرز سازه تحت   2  بردار نیروي المان ناشی از نیروي حجمی

ef2  
  یی گرهی در یک المانجاجابهبردار تغییرات  d  سطحی بردار تنشبردار نیروي المان ناشی از 

ef3  
  گام زمانی t  بردار نیروي المان ناشی از لنگر در ابتداي بازه زمانی

ef4   بردار نیروي المان ناشی از تغییرات لنگر در طول

  بازه زمانی
U  یی کلیجاجابهبردار تغییرات  

y x,H H   اي توابع شکل جدیدلفهؤم 9بردارهاي  kl  تانسور کرنش 

 H t  تابع هویساید  kl   ضریب میراگر در المانm ام ماکسول  

h  ضخامت ورق  
y x,    دوران نرمال صفحهxz  وyz 

J  ماتریس ژاکوبین  κ  بردار انحنا  

eK  
  نسبت پوآسون  DKFT  ماتریس سختی المان ورق 

K سختی کلی ماتریس  m  زمان استراحت در المانm ام ماکسول  

xy y xM , M ,M  لنگر خمشی و پیچشی 
ij  تانسور تنش 

m  ايتعداد جملات پایه چندجمله  
k   تابع شکل متناظر با گرهk ام  

iN  کل مختلط فوریهتوابع ش  φ  ماتریس توابع شکل  

n  ها در یک المانتعداد گره    دامنه سازه  

P  بار متمرکز    پارامتر شکل  

 x, yP  ايبردار میدان توابع چندجمله  
  ماتریس اپراتور مشتق  

P0  ماتریس واندرموند     
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  مقدمه - 1

اي در هـاي سـازه  یکی از پرکـاربردترین المـان   1هاها یا ورقصفحه

مـورد بحـث در مهندسـی عمـران،      هـاي متـداول  بسیاري از سـازه 

 در زمینـه رو مطالعات زیـادي  ]. از این1مکانیک و هوا فضا هستند [

]. بر اسـاس نـوع   2تحلیل مسائل ورق تاکنون صورت گرفته است [

هـاي مختلفـی بـراي    دهنـده و ضـخامت ورق، تئـوري   مواد تشکیل

کـه در   2کیرشهفها پیشنهاد شده است. در تئوري ورق خمش ورق

هاي کوچک قـرار دارنـد   هاي نازکی که تحت تغییر شکلمورد ورق

شـود.  نظر میورق صرف 3جانبی صادق است، از تغییر شکل برشی

 عمـود ست که یک خـط صـاف و   ا فرض اساسی در این تئوري آن

صـورت  پیش از خمش، پس از خمش نیز بـه  صفحه میانی ورقبر 

خط صاف و نرمال بر صفحه میانی ورقِ تغییر شکل یافته باقی مـی 

تغییر شکل برشی جـانبی   4ماند. درحالی که در تئوري ورق میندلین

شـود کـه هـر نقطـه     شود، بنابراین فرض مـی ر گرفته میورق در نظ

بر صـفحه میـانی ورق پـیش از     عموددلخواه بر روي خط صاف و 

ماند ولـی آن  خمش، پس از خمش نیز بر روي خط صاف باقی می

یافته بـاقی نمانـده   تغییر شکلبر صفحه میانی ورق  عمودلزوماً خط 

] 4[ ري الاستیسـیته نشان داده شده اسـت کـه نتـایج تئـو    ]. 3است [

سـازگار   تنهایی و بدون درنظر گرفتن اصطکاك داخلی با واقعیـت به

دلیل وجود اصـطکاك داخلـی،   نیست، چرا که اکثر مواد مهندسی به

دهنـد. درنتیجـه   رفتار وابسته به زمان قابل توجهی از خود نشان مـی 

دلات جاي اسـتفاده از معـا  تر رفتار سازه، بهسازي دقیقمنظور شبیهبه

ویسکوالاســتیک  الاسـتیک بایسـتی از معـادلات متشـکله     5متشـکله 

ــه  ــود. ب ــتفاده ش ــواد    اس ــود در م ــی موج ــی داخل ــلاوه از میرای ع

هـا بهـره بـرد    منظور کاهش ارتعاش سازهتوان بهویسکوالاستیک می

مـواد ویسکوالاسـتیک در    اصلی رفتـار مکـانیکی   ]. فلسفه و ایده5[

در تحلیـل  ] 6- 9[ل توضیح داده شـده اسـت   ور کامطی بهادبیات فن

ــازه ــان    س ــه زم ــته ب ــواد وابس ــده از م ــاخته ش ــاي س ــوري  ،ه تئ

ویسکوالاستیسیته خطی براي مدت زیـادي اسـت کـه کـاربرد دارد.     

هـایی کـه در حـل تحلیلـی معـادلات حـاکم بـر ورق        اکثر تـلاش 

 کیرشـهف ویسکوالاستیک انجام شده است، بر اساس تئـوري ورق  

توان دریافت که براي حـل  مرور ادبیات فنی پیشین می بوده است. با

هـاي مختلفـی از   بر ورق ویسکوالاسـتیک از روش  6معادلات حاکم

 9]، اصل تطـابق 15[ 8، تبدیل فوریه ]10- 14[ 7جمله تبدیل لاپلاس

]. اکثـر  5] اسـتفاده شـده اسـت [   17[ 10] و اصل جمع آثار قـوا 16[

است که معادلات حـاکم   مطالعات اشاره شده بر اساس این حقیقت

توانـد بـه معـادلات    هاي انتگرالـی مـی  بر ویسکوالاستیسیته با تبدیل

هاي مبتنی بـر تبـدیلات   حاکم بر الاستیسیته تبدیل شوند. این روش

انتگرالی، محدود به حل مسـائل ورق بـا خصوصـیات مـاده سـاده،      

شـوند و  هاي متداول و ساده و شرایط بارگـذاري سـاده مـی   هندسه

هاي انتگرالی نیـاز اسـت   اي حل این مسائل نیز به معکوس تبدیلبر

گیـر اسـت. بـراي حـل مسـائل      کننـده و وقـت  کـه فراینـدي کسـل   

ي از هندسـی، بارگـذاري و مـاد    پیچیـده  ویسکوالاستیک با شـرایط 

] و روش المـان  18[ 11هاي عددي مانند روش المـان محـدود  روش

ز روش المـان محـدود در   شـود. اسـتفاده ا  ] استفاده می19[ 12مرزي

حل مسائل ویسکوالاستیک توسط محققان بسیاري ارائه شده اسـت  

  ].20- 25و  5[

] 26[ 13اي شـعاعی نقطـه  یابیدرون م از روش بدون المانبا الها

توسط میـدان توابـع    14سازي توابع پایه شعاعی مختلط فوریهبا غنی

 28و  27[ شـوند اي، توابع شکل مختلط فوریه حاصل میچندجمله

درجـه آزادي   9]. در این مقاله المان ورق خمشی مثلثی جدیدي با 

در سه گوشـه المـان    yو  x هاي، و دورانwجایی شامل جابه

شـود.  هـاي ویسکوالاسـتیک نـازك ارائـه مـی     منظور تحلیل ورقبه

اسـاس   مقالـه، بـر   نی ـدر ا يشـنهاد یپ دی ـجد یورق مثلث يهاالمان

از  يری ـگبا بهـره و  یشکل برش رییها با درنظر گرفتن تغورق يتئور

منظـور  عبارت دیگر، به. بهندیآیدست مهب هیتوابع شکل مختلط فور

هـاي  هاي نازك ویسکوالاسـتیک، المـان  تحلیل اجزاي محدود ورق

شکل مختلط فوریـه  ] جدیدي با استفاده از توابع DKT 15 ]29ورق 

منظور شوند. بهنامگذاري می DKFT 16پیشنهاد شده است که المان 

ــیون     ــتیک از فرمولاس ــدود ورق ویسکوالاس ــزاي مح ــل اج تحلی

] در این مقاله اسـتفاده شـده اسـت. در بخـش     30پیشنهادي زوکر [

طـور خلاصـه بیـان    بـه  DKTالمـان ورق   سـاختن بعد، ابتدا روش 

هـاي  جـایی جابـه که انحنا را به ، Bرادیان شود، سپس ماتریس گمی

 دسـت بـه  سـوم  در بخـش  DKFTالمان  کند، برايگرهی مرتبط می
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  ]31[ کیرشهفخمش در ورق براساس تئوري  -1شکل 

  

گرهـی مخـتلط   ششتوابع شکل المان مثلثی  چهارمآید. در بخش می

فاده اسـت  DKTآید که از آن براي تقویت المان ورق دست میفوریه به

د. در بخـش پـنجم بیـان    شـو نامگذاري مـی  DKFTشود که المان می

دسـت  انحنا در یک ورق نازك ویسکوالاستیک بـه  - لنگر نموي رابطه

آید. در بخش ششم، فرمولاسیون اجزاي محدود بـراي یـک ورق   می

نازك ویسکوالاستیک با استفاده از روش پیشنهادي زوکـر ارائـه شـده    

سـنجی کـد نوشـته    منظـور صـحت  هایی بهاست. در بخش هفتم مثال

طور بررسـی دقـت روش پیشـنهادي    شده و روش پیشنهادي و همین

دسـت آمـده از   هاي بهگیرينتیجه هشتم نیزحل شده است. در بخش 

  این مطالعه بیان شده است.  

  

  گسسته)  کیرشهف(تئوري  DKTالمان ورق  -2

(تئـوري  هـاي برشـی   ر شـکل در ابتدا از تئوري ورق شامل تغیی

 DKTالمـان   فرمول مربوط بـه دست آوردن به درمیندلین)  ورق

شـود. در ایـن حالـت    هاي نازك اسـتفاده مـی  براي خمش ورق

 yو  x 18هـاي و دوران w 17هاي مستقل شـامل خیـز  کمیت

شـود. سـپس    بایستی براورده 190cاست و فقط الزامات پیوستگی

 کیرشـهف  شود و نظریـه نظر میصرف 20از انرژي کرنشی برشی

هــا و کــردن دورانمنظــور مــرتبطهــاي المــان بــهدر طــول لبــه

شود. با ایـن روش  اعمال می 21صورت گسستههاي بهجاییجابه

بنـدي  درجـه آزادي فرمـول   9المان خمشـی مثلثـی مـؤثري بـا     

شـود  خوبی همگرا میلاسیک بهشود که به حل ورق نازك کمی

ها بـا تغییـر   شود. در تئوري خمش ورقنامیده می DKT و المان

 جایی هر نقطه با مختصـات  هاي جابهلفهؤهاي کوچک، مشکل

 x, y, zآیددست می) به1( از رابطه:  

)1(       x yu z x, y , v z x, y , w w x, y       

 yو  z ،xجـایی جـانبی در راسـتاي    جابه w)، 1در رابطه (

صفحه میانی ورق تغییر شـکل نیافتـه در صـفحات     دوران نرمال

x-z  وz-y  کیرشـهف اسـت کـه در تئـوري ورق     گفتنـی . است 

و  x) نشان داده شده است، مقـادیر  1طور که در شکل (همان

y  وابسته بهw آیددست می) به2( است و از رابطه:  

)2(  x ,x y ,yw , w        

  

جـایی) در  جابـه  -(انحنـا  B 22ماتریس گرادیان -3

 DKFTالمان ورق 

   :آیددست می) به3( از رابطه κهاي نازك، بردار انحنا در ورق

)3(  
x,x
y,y

x,y y,x

 
  
   

κ  

 yو  xاول  ) تنهـا شـامل مشـتقات مرتبـه    3( رابطه
اسـت،  

امات سازگاري را براورده کنـد  بنابراین یافتن توابع شکلی که الز

) 3( در رابطه yو  xآسان است. با این حال، از آنجایی که 

میـانی بـه   متغیر هستند، ضروري است که دوران نرمـال صـفحه  
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 ]DKT ]31المان  -2شکل 

  

 

yمثبت  هايتجه -3شکل  x,  ]31[ 

  

 )) پدیـدار نشـده اسـت   3( کـه در رابطـه  ( wجایی جـانبی  جابه

  شود:نظر گرفته میهاي زیر درشود. بدین منظور فرض مرتبط

درجـه آزادي داشـته باشـد کـه      9هـاي مثلثـی بایسـتی    . المان1

در سه گـره   yو  xهاي دورانو   wجاییند از جابهاعبارت

 ).2اي (شکل گوشه

ورق نازك هستیم، دوران  کیرشهفدنبال حل . از آنجایی که به2

yصورت نقاط گرهی بایستی به ,x x ,yw , w       تعریف

 ارضا شود.   کیرشهفشود تا شرایط مرزي 

از المـانی کـه    ،هاي نازك. از آنجایی که براي مدل کردن ورق3

بر آن حاکم اسـت اسـتفاده شـده اسـت،      کیرشهفري ورق تئو

صورت تواند در هر نقطه بهمی کیرشهفهاي تئوري ورق فرض

 گسسته اعمال شود. 

  نباید از دست برود.  yو  x هايدر دوران 23. شرایط سازگاري4

نظـر گرفتـه   هـاي زیـر در  فـرض  DKFTدر المان پیشنهادي 

  شود:می

 یـابی درونروي المان با توابع  yو  xهاي دوران )الف

  :)3شود (شکل مختلط فوریه تخمین زده می

)4(  
i ix i x y i y

i i

N , N

 

      
6 6

1 1

   

 هاي میانی و گوشـه مقادیر گرهی در گره yو  x) 4( در رابطه

المان است و  iN ,        توابـع شـکل مخـتلط فوریـه بـراي المـان 

 دست آمده است. ) به5هی است که در بخش (گرمثلثی شش

شـود  صـورت زیـر اعمـال مـی    ها بهکیرشهف در گره ب) نظریه

  ):4(شکل 

  )3و 2، 1هاي هاي گوشه (در گره) گره1-ب

)5(  x ,x

y ,y

w

w

  
    

γ   

هاي میانی (در جهـت پـاد سـاعتگرد حـول مـرز     ) در گره2-ب
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 ]29هندسه المان مثلثی [ -4شکل 

  

 :شود)المان تعریف می

)6(  
k ks ,sw k , ,   0 4 5 6 

   :در طول اضلاع المان، درجه سه است wتغییرات ج) 

)7(  
k i j,s i ,s j ,s

ij ij

w w w w w
l l

     
3 1 3 1

0
2 4 2 4

  

دهـد و  را نمایش مـی  ijگره میانی ضلع  k)، 7() و 6( طابودر ر

ijl  طول ضلعij  .است  

  شود:نظر گرفته میصورت خطی دردر طول اضلاع به nتغییرات ) د

)8(   k i jn n n   
1

2
   

k)، 8( ابطهدر ر , ,1 2 هـاي میـانی   گـره  دهندهترتیب نشانبه 3

  است.   23و  31، 12 اضلاع

که بر اساس درجات آزادي گرهی  yو  x منظور محاسبهبه

 یدر هر ضلع روابط هندس شود،یم فی) تعر9( صورت رابطهبه

  برقرار باشد: یستی) با11) و (10(

)9(  T
x y x y x yw w w       

 
d

1 1 2 2 3 31 2 3  

)10(  x n

y s

c s
s c

     
         

  

)11(  ,s x

y,n

c s
s c

              
  

) تعریـف  12( با استفاده از رابطه sو  c)، 11) و (10در روابط (

   :شوندمی

)12(  ij ijc cos(x,n ) , s sin(x, n ) 
  

   

و  xزیـر بـراي    هـاي ت)، عبار12) تا (5فاده از روابط (با است

y آید:دست میبه  

)13(  
 
 

T
x x

T
y y

,

,

   

   

H d

H d
  

اي توابـع شـکل   مولفـه  9بردارهـاي   yHو  xH)، 13( در رابطه

) 14( طور که در رابطههمان yHو  xHهايجدید هستند. مولفه

ها و توابـع شـکل   نشان داده شده است وابسته به مختصات گره

مختلط فوریه در المان شش گرهی مثلثـی   i iN , , , ,1 2 6  

  :آینددست می) به32( است که این توابع شکل از رابطه

 

 

 

 

 

 

 

x y

/ a N a N / d N d N

b N b N N e N e N

N c N c N b N b N

/ a N a N / d N d N

, , ,b N b N N e N e

N c N c N

/ a N a N

b N b N

N c N c N

  
 

    
    
 
  
 

         
   
 
 

 
 

  

H H

6 6 5 5 6 6 5 5

5 5 6 6 1 5 5 6 6

1 5 5 6 6 5 5 6 6

4 4 6 6 4 4 6 6

6 6 4 4 2 6 6 4

2 6 6 4 4

5 5 4 4

4 4 5 5

3 4 4 5 5

1 5 1 5

1 5 1 5

1 5  

N

b N b N

/ d N d N

N e N e N

b N b N

 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
   
 

  

4

6 6 4 4

5 5 4 4

3 4 4 5 5

4 4 5 5

1 5

   

)14(  
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صـورت  ) بـه 14( تبط با مختصات گرهی در رابطهپارامترهاي مر

  شوند:زیر تعریف می

)15(

  

 

 

 

ij ij ij
k k

ij ij

ij ij

k
ij

ij ijij
k k

ij ij

ij ij ij

ij i j ij i j

x / x y
a , b ,

l l

/ x / y
c

l

/ y / xy
d , e ,

l l

l x y

x x x , y y y


 





 

 

   

2 2

2 2

2

2 2

2 2

2 2 2

0 75

0 25 0 5

0 25 0 5
   

ــه ــدیس15( در رابط ــاي ) ان kه , , 4 5 ــلاع   6 ــه اض ــوط ب مرب

ijترتیب به , , 23 ). بـا اسـتفاده از روابـط    4(شکل  هستند 3112

ین بردار انحنا و بردار درجات آزادي گرهـی  ب ) رابطه13) و (3(

  :آیددست می) به16( صورت رابطهبه

)16(  κ = Bd   

-ماتریس گرادیـان یـا تبـدیل انحنـا    ،  B) ماتریس 16( در رابطه

 24ایزوپارامتریـک  بنـدي است. از آنجایی که از فرمول جاییجابه

یـابی  درون واسـطه به Bیس ماترمشتقات در استفاده شده است، 

دسـت  صورت زیر بـه بهمختصات و استفاده از ماتریس ژاکوبین 

  آید:می

  

)17(  

X N x N x N x N x N x N x

Y N y N y N y N y N y N y

X Y

X Y

     

     

  
  
 
  

   

J

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6   

 )،17( در رابطه i ix , y      مختصات نقـاط گرهـی هـر المـان در

نامیـده   25مـاتریس ژاکـوبین   Jدستگاه مختصـات کلـی اسـت و    

را با دسـتگاه مختصـات    26دستگاه مختصات سطحیشود که می

 کند.کلی مرتبط می iN i ,...,1 توابع شکل مخـتلط فوریـه     6

یند و در دستگاه مختصات آدست می) به32( هستند که از رابطه

سطحی  ,  اند.تعریف شده  

  الف) - 18(
T

x y   B H H 

)ب - 18(

  

x

y

y
x

Y Y

X X

X X
Y Y

 
 
  

 
 

 
    

    
     

        
        

     

J

0

0

0
1

0



   

ماتریس اپراتور مشتق در دسـتگاه مختصـات    )، 18( در رابطه

کلی است و بردارهـاي   x , H  و y , H  14( در رابطـه (

مـاتریس ژاکـوبین اسـت. بـا      27رمیناندت Jتعریف شده است. 

آید و با قـرار دادن  دست میبه B) ماتریس 18( استفاده از رابطه

  شود.  حاصل می DKFT) ماتریس سختی المان 69( در رابطه

  

 گرهی مختلط فوریه ششالمان مثلثی   -4

جایی با استفاده از یک ترکیب خطی از توابـع  اگر تابع میدان جابه

  شود:) حاصل می19( تقریب زده شود، رابطه 28یپایه شعاع

)19(       
n

T
i i

i

u x, y R r a r



  R a

1

  

 )،19( در رابطه u x, y جـایی،  تابع میدان جابهn    تعـداد نقـاط

 گرهی در دامنه x, y ، iR r  با گـره  تابع پایه شعاعی متناظر

i  ،امia  ضریب مجهول متناظر با گرهi  طـور  ام است. همـینR 

نُـرم   r بردار ضرایب مجهول است. aبردار توابع پایه شعاعی و 

 در دامنـه  kاقلیدسی میـان نقـاط گرهـی اسـت کـه بـراي گـره        

دوبعدي  x, y شود:) تعریف می20( با رابطه  

)20(     k k k kr x x y y     x x
2 2   

 توابع پایه شعاعی، میدان توابـع چنـد   29سازيمنظور غنیحال به

که در آن فقط از توابع پایـه شـعاعی    31به بسط تابعی 30ايجمله

  شود: براي تقریب استفاده شده بود اضافه می

)21(
  

     

   

n m

i i j j

i j
T T

u x, y R r a P x, y b

r x,y
 

  



 
R a P b

1 1
   

 jbاي اسـت.  چندجملـه  تعداد جمـلات پایـه   m)، 21( در رابطه

 ام اسـت. اگـر   j اي پایـه ضریب مجهـول متنـاظر بـا چندجملـه    
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 ]9مدل ویچرت [ -5شکل 

  

 ، معادلـه داده شـود ) قـرار  21( مخصات نقاط گرهی را در رابطه

   :شود) حاصل می22ماتریسی (

)22(  û = R a + P b0 0   

  ) :22( در رابطه

)23(

     
     

     

     
     

     

 

 

n

n

n n n n n n

m

m

n n n n m n n n m

T
n

T
m

R r R r R r

R r R r R r

R r R r R r

P x , y P x , y P x , y

P x , y P x , y P x , y

P x , y P x , y P x , y

a a a

b b b





 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 





R

P

a

b

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2
0

1 2

1 1 1 2 1 1 1 1

1 2 2 2 2 2 2 2
0

1 2

1 2

1 2





   







   







  

û جایی در نقاط گرهـی یـا همـان    بردار مقادیر تابع میدان جابه

m ) معمـولاً 23( رابطـه جایی گرهی اسـت. در  بردار جابه n 

]. از آنجا که 26د [شود تا همگرایی جواب تضمین شوفرض می

nو تعـداد مجهـولات     n) تعداد معـادلات 23( در معادله m 

عنـوان الزامـات اضـافی بـر جمـلات پایـه       ) به24( است، معادله

   :شود تا یکتایی جواب تضمین شوداي اعمال میچندجمله

)24(   
n

T
j i i i

i

P x , y a ,



  P a0

1

0 0   

 R0)، اگر معکوس ماتریس متقـارن  25سی (با حل معادله ماتری

 با اسـتفاده از رابطـه   bو  a هايموجود باشد، ضرایب مجهول

  :آینددست می) به26(

)25(  T
ˆ ˆ

or
        

         
       

R P u ua a
G

b bP

0

0 00 0

0  

)26(      ˆ ua G
b

1

0
 

صـورت  جـایی بـه  تابع میـدان جابـه   32یابیدرون درنهایت رابطه

  شود:) حاصل می27( معادله

)27(           T T - ˆ ˆu x, y r x, y x, y  
 

uR P G φ u1

0
  

)، 27( در رابطه       nx, y x, y x, y x, y     φ 1 2  

ــه   ــدان جاب ــه می ــع شــکل اســت ک ــاتریس تواب ــه م ــایی را ب ج

سیون اولین بار سازد. این فرمولاهاي گرهی مرتبط میجاییجابه

هاي بدون المان تحت عنوان روش بدون براي استفاده در روش

  ] ارائه شد.  26اي شعاعی [نقطه یابیدرونالمان 

) 28( صورت رابطـه ] به27توابع پایه شعاعی مختلط فوریه [

  :شوندتعریف می

)28(    i rR r e     

,)، 28( در رابطه       پارامتر شـکل هسـتند. پـارامتر شـکل در

منظـور افـزایش دقـت    هایی هستند که بهتوابع پایه شعاعی، ثابت

واحـد   iعـلاوه در ایـن رابطـه،    شـوند. بـه  یابی انتخاب میدرون

 است.  موهومی

] بــر المــان 26پیشــنهادي وانـگ [  RPIM 33بـا اعمــال روش  

) در دسـتگاه  5کل (گرهـی نمـایش داده شـده در ش ـ   مثلثی شـش 

] 27مختصات سطحی و بهره گیري از توابع شکل مختلط فوریه [
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  شود.در این مقاله ارائه می 34گرهی مختلط فوریهالمان مثلثی شش

با استفاده از توابع پایه شعاعی مختلط فوریه و میـدان توابـع   

mجمله ( پنجاي با چندجمله  شـش مثلثـی  ) در یک المـان  5

صـورت  ) به21-27گرهی در دستگاه مختصات سطحی، روابط (

  آیند:دست میزیر به

)29(   

 
 
 

 
 
 

 

 

   

 

 

i

i

i

i / /

i /

i /

e

R r
e

R r

eR r
r

R r
e

R r

R r e

e

  

  

   

   

   

  

 
 
 

   
   
   
      

     
   
   
   
      

 
  

R

2 2

2 2

22

2 2

22

2 2

11

2
1

3

0 5 0 54

5
0 5

6

0 5

   

 ,

 
 
     
 
  

P
2

1

  

  

)30(  

/ / / /
/

/ /

     
 
     
 
     

  
     
     
 
      

 
 
 
 
 
 
  

0

0

R

P

2 2 2

2 2 2 5

2 2 2 5

2 2 2

5 2

5 2

1

1 2

2 1

1

1

1

1 0 0 0 0
1 1 0 1 0
1 0 1 0 0
1 0 5 0 5 0 25 0 25
1 0 0 5 0 0
1 0 5 0 0 25 0

   

)، پارامتر 30( در رابطه
/e  2

) 30است. با قرار دادن روابط ( 

   :آیددست میبه G)، ماتریس 31( رابطه در

)31(  T
 

  
 

R P
G

P
0 0

0 0
   

) در 29و روابـط (  G در نهایت با قرار دادن معکـوس مـاتریس   

) توابع شکل مختلط فوریـه بـراي یـک المـان مثلثـی      32( رابطه

گرهی در دستگاه مختصات سطحی شش ,   آیددست میبه:  

)32(  
             

     T T -

, N , N , N , N , N , N ,

, , ,

                

       
 

φ

φ R P G

1 2 3 4 5 6

1
  

  

) بیـان شـد، بـا جایگـذاري توابـع      3طور که در بخش (که همان

شکل مختلط فوریه    iN , , i , ,  1 6  دسـت آمـده از   بـه

هـاي  )، توابع شکل جدیدي براي المان14( ) در رابطه32( رابطه

 تئـوري "شـود کـه در ایـن مقالـه المـان ورق      ورق پیشنهاد مـی 

نامگـذاري   DKFTاختصـار  یا به "گسسته مثلثی فوریه کیرشهف

  شود.می

  ها ضروري است:در اینجا بیانِ سه نکته در مورد این المان

خـواص لازم   پیشـنهادي، کلیـه   DKFT. توابع شکل در المان 1

، خاصیت  35براي یک تابع شکل شامل: خاصیت دلتاي کرونیکر

کـه   37نهایـت اي از مرتبه بیو خاصیت پیوسته تکه 36افراز واحد

 .هستندست، را دارا ا پذیري آنمشتق کنندهتضمین

را ارضـا   38جـایی وصله جابـه  آزمونپیشنهادي  DKFT. المان 2

جایی جسم صـلب  هایی مانند جابهکند پس قادر است پدیدهمی

  را  40نیـرو  وصـله  آزمونرا نشان دهد، و  39و حالت کرنش ثابت

  

در هـر   yMو  xMهاي خمشی ثابت ت آمدن لنگردسنیز با به

و  x هـاي در راستاهاي خمش حول محور آزمونالمان با اعمال 

y 41، و لنگر پیچشی ثابـت xyM    در راسـتاي   آزمـون بـا اعمـال

هـا  واب در ایـن المـان  کند، بنابراین همگرایی جپیچش ارضا می

  شود.تضمین می

تنهـا داراي یـک پـارامتر شـکل      DKFT. توابع شکل در المان 3

شـعاعی   سازي توابع پایهیند غنیا، چرا که در فرهستند  یعنی

 شود.  حذف می α مختلط فوریه، پارامتر شکل

  

ازك انحنا در یک ورق ن -لنگر بیان نموي رابطه -5

  ویسکوالاستیک

ــه ــاده   رابط ــک م ــرنش در ی ــنش و ک ــک   ت ــن ایزوتروپی همگ

  شود:صورت زیر بیان میویسکوالاستیک خطی به
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)33(     
 t kl

ij ijkl

t
t C t t dt

t


   

0  

تنش و کرنش  42هايترتیب تانسوربه klو  ij)، 33( در رابطه

تانســور مرتبــه چهــار مــدول     ijklCو  ســتنده t در لحظــه

  کند. هم مرتبط میاست که تنش و کرنش را به 43استراحت

اي، لنگر خمشی در یک ورق نـازك  با فرض حالت تنش صفحه

  آید:دست میزیر به ویسکوالاستیک از رابطه

)34(       ij ij
z

M t z, t z dz i, j ,   1 2   

ویسکوالاستیک  کیرشهفواه ورق نازك دلخ کرنش در هر نقطه

 آید:دست میزیر به از رابطه

)35(       kl klz, t z t k, l ,    1 2   

) 33تانسور انحنا است. با قرار دادن روابط ( kl)، 35( در رابطه

انحنـا در یـک    -لنگر )، فرم انتگرالی رابطه34( ) در رابطه35و (

ــت   کیرشــهفورق  ــا ضــخامت ثاب ــازك ویسکوالاســتیک ب  hن

  :آیددست میبه

)36(       kl klz, t z t k, l ,    1 2   

بـه   t) بـه فـرم نمـوي، خـط زمـانی      36( منظور تبدیل رابطـه به

nهاي زمانی مجـزا ماننـد   بازه nt t t  1   شـود و  تفکیـک مـی

مشخص است. بـا اسـتفاده    nt شود که لنگر در لحظهفرض می

nt ) لنگر در لحظـه 36( از رابطه 1  دسـت  صـورت زیـر بـه   بـه

  آید:می

)37(     
 nt kl

ij n ijkl n

th
M t C t t dt

t



 


  


1

3

1 1
012

   

  ) بازنویسی کرد:38صورت (توان به) را می37( رابطه

)38( 
 

 

 
 

n

n

n

t kl
ijkl n

ij n t kl
ijkl n

t

t
C t t dth tM t

t
C t t dt

t









 
      

  
  




1

3 1
0

1

1
12

   

) و 40) و (39هاي (ترتیب با رابطهبه ijMو  ijklCبا تعریف 

 )،39( کـارگیري رابطـه  ) و بـه 40) در (38( با قـرار دادن رابطـه  

ijM آیددست می) به41( صورت رابطهبه:  

)39(     ijkl ijkl n ijkl nC C t t C t t      1   

)40(     ij ij n ij nM M t M t  1   

)41(   
 n

n

t kl R
ij ijkl n ij

t

th
M C t t dt M

t

   
      

  


1
3

12
   

R)، 41( در رابطه
ijM شود:صورت زیر تعریف میبه  

)42(  
 nt klR

ij ijkl

t
M C dt

t


  

0   

nt مدول استراحت در لحظه 1  کـارگیري مـدل ویچـرت   با بـه 

 44اده از ســري پرونــی)، بــا اســتف6نشــان داده شــده در شــکل (

  شود:) بیان می43( صورت رابطهبه

)43(   

 n

q

t t
Q

ijkl n q

q

C t t C C e

 



 



  
1

1

1

   

)44(  q
q

qC


    

 Qام ماکسـول و   qزمـان اسـتراحت المـان     q)، 43( در رابطه

بـت فنـر تنهـا، در مـدل     ثا Cهـاي ماکسـول و   تعداد کل المان

ثابـت   qCضریب میراگـر و   q)، 44( ویچرت است. در رابطه

  ام ماکسول در مدل ویچرت است.   qفنر در المان 

گیـري زمـانی در مـواد    تحلیلـی انتگـرال  هاي نیمـه در روش

ذاري بسیار متـداول  سازي تاریخچه بارگآلویسکوالاستیک، ایده

کار معمولاً تغییرات کرنش در یـک گـام زمـانی    است، براي این

تـرین  ]. سـاده 32شـود [ سازي شـده فـرض مـی   صورت سادهبه

صورت تحلیلی آن دست آوردن انتگرال زمانی بهتقریب براي به

شود. ایـن  است که کرنش در کل یک گام زمانی ثابت فرض می

] براي اولین بـار پیشـنهاد   33روش توسط زینکویچ و همکاران [

دسـت آوردن انتگـرال زمـانی    شد. یـک تقریـب بهتـر بـراي بـه     

ر یک گـام زمـانی   صورت تحلیلی آن است که مقدار کرنش دبه

جاي آنکه کـرنش  ]. به35و  34شود [هاي ثابت تقسیم میبه تکه

صورت ثابت تقریب زده شود، نرخ کـرنش  در یک گام زمانی به

صورت ثابت فرض تواند بهنسبت به زمان در یک گام زمانی می

] نسـبت داده شـده   36شود. ایـن روش بـه تیلـور و همکـاران [    

  است.

ده است که در یـک گـام زمـانی نـرخ     در این مقاله فرض ش

صورت ثابـت درنظـر   تواند بهتغییرات کرنش نسبت به زمان می

زمــانی  عبــارت دیگــر مقــدار کــرنش در بــازهگرفتــه شــود. بــه

n nt t t     شود:) تخمین زده می45( با رابطه 1

)45(         kl kl n n nt t R t t H t t        
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  گرهی 6المان مثلثی  -6شکل 

  

  
  ]tΔ ]30تقریب کرنش در بازه زمانی  -7شکل 

  

زمـانی   نرخ تغییرات کـرنش در طـول بـازه    R)، 45( در رابطه

است و  nH t t   ) تقریـب  7تابع هویساید اسـت. در شـکل (

 کرنش در یک گام زمانی ترسیم شده است. با اسـتفاده از رابطـه  

توان دریافت که با این تخمین، نرخ تغییـرات انحنـا در   ) می45(

   :صورت ثابت فرض کردتوان بهیک گام زمانی را نیز می

)46(  kl R t     

بردار تغییـرات انحنـا در یـک گـام زمـانی       )، 46( در رابطه

نرخ تغییرات انحنا نسـبت بـه زمـان در طـول گـام       Rاست و 

گیـري زمـانی   است. با استفاده از این تقریب انتگـرال  tزمانی 

  :شود) ممکن می41( نیمه تحلیلی از رابطه

)47(   R
ij ijkl kl ij

h
M C M   

3

12
   

  که در این رابطه:

)48(  q

t
Q

ijkl q

q

C C e
t









 
 

       
 


1

1
1   

صورت زیر حاصـل  به ijklC)، 39) در (43( ر دادن رابطهبا قرا

  شود:می

)49(  

 n

q q

t t t
Q

ijkl q

q

C C e e

 
 

 



 
 

    
 
 


1

1   

R)، 42) در (49( با قرار دادن رابطه
ijM آید:دست میصورت زیر بهبه  
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)50(   R
ij ijkl

k l

M A nosumon i, j

 

  
2 2

1 1

   

  ):50( در رابطه

)15(   q

q

t
Q

ijkl ijkl n

q

A e S t







 
 

  
 
 


1

1   

qS آید:دست میصورت زیر به) به51( در رابطه  

)52(   

 
 

n

n q

q q

t t
t kl

ijkl n ijkl

t
S t C e dt

t






 
 

  
 

 

0   

)، نـرخ تغییـرات   52( تر اشاره شد، در رابطـه طور که پیشهمان

  صورت زیر تخمین زد:توان بهانحنا نسبت به زمان را می

)53(  
 

 kl kl
n n

t
R t t t t

t t


 
    

 
   

kl)، 53( در رابطه

t




آیـد.  دسـت مـی  از گام زمانی پیشـین بـه   

بازگشتی زیر براي  بنابراین رابطه
qijklS شود:حاصل می  

)54(     q q

q q

t t

ijkl n ijkl n qS t e S t t R e

 
 
 



 
 

     
 
 

1   

  

  اجزاي محدود سازيرابطه -6

 ـبا اعمال روش باقی تعـادل و سـپس    دار بـر معادلـه  هـاي وزن دهمان

  شود:انتگرالی زیر حاصل می ، معادله45جزء به اعمال انتگرال جزء

)55(  ji ij i i i id f u d T u d
  
           

2

   

کـرنش ناشـی از    ijتغییر شکل مجازي،  iu)، 55( در رابطه

 iTنیروي حجمی،  ifجرم واحد حجم،  ρتغییر شکل مجازي،

مرزي از سازه است که  2دامنه سازه و  سطحی،  بردار تنش

  قرار دارد. بردار تنشتحت نیروي 

 کیرشـهف یـک ورق   صورت زیر برايتوان به) را می55( رابطه

  نازك بازنویسی کرد:

)56(  ji ij i i i iM d f u d T u d
  

          
2

   

ــه ــر،  jiM)، 56( در رابط ــاتریس لنگ ــاي  ijم ــاتریس انحن م

  است.   کیرشهفمجازي در ورق نازك 

معلـوم   nt جایی در لحظهشود جابهبا توجه به اینکه فرض می

nt ) در لحظه56( است، رابطه 1 شود:صورت زیر بیان میبه  

n n n n n n
ji ij i i i iM d f u d T u d     

  
          

2

1 1 1 1 1 1

)57(  

 انحنا که در رابطـه  -تغییرات لنگر با استفاده از بیان نموي رابطه

ي ) را نیـز بـه فـرم نمـو    57( تـوان رابطـه  دست آمد، می) به47(

تبدیل کرد. مقدار لنگر، انحنـاي مجـازي، تغییـر شـکل و تغییـر      

nt شکل مجازي در لحظه 1 شود:صورت زیر تعریف میبه  

)58(  

n n n n
ji ji ji ji ji ji

n n n n
ij ij ij ij ij ij

n n n n
i i i i i i

n n n n
i i i i i i

M M M M M M

u u u u u u

u u u u u u

 

 

 

 

      

          

          

      

1 1

1 1

1 1

1 1

   

 nt جـایی در لحظـه  از آنجایی که فرض شده است مقدار جابه

nجایی مجازي توان نتیجه گرفت که جابهمعلوم است، می
iu  و

nانحناي مجازي 
ij در لحظه nt صفر است. با قرار دادن رابطه 

  آید:دست میصورت زیر به)، این معادله به57( ) در رابطه58(

)59(     n
ji ji ij

n n
i i i i

M M d

f u d T u d


 

 

    

     


 

2

1 1
   

  ) بیان کرد:60صورت (توان به) را می59( رابطه

)60(  

n
ji ij i i

n
i i

n
ji ij

M d f u d

T u d

M d



 






       

  

 

 



2

1

1   

  ):60) در (47( با قرار دادن رابطه

)61(  

ijkl kl ij
A

n n
i i i i

A S

n R
ji ij ji ij

A A

h
C dA

f u dA T u dS

h
M dA M dA

 

   

    

   



 

 

2

3

1 1

3

12

12

   

ضخامت ورق اسـت کـه ثابـت فـرض شـده        h)، 61( در رابطه

ــت،  Rو  ijklCاس
ijM ــه ــهب ــب از رابط ــاي (ترتی ) 50) و (48ه

 S2میـانی ورق اسـت و    سطح مقطع صفحه Aآیند. دست میبه

  قرار دارد. بردار تنشمرزي از ورق است که تحت 

ــه ــا   رابط ــرات انحن ــاي تغیی ,برداره    ــاي و برداره

ــه δگرهــی جــایی تغییــرات جاب d , d   در یــک المــان ورق

DKFT شود:) بیان می63) و (62صورت (به  

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
jc

m
e.

38
.1

.8
1 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
22

87
69

8.
13

98
.3

8.
1.

7.
8 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 iu
tjo

ur
na

ls
.iu

t.a
c.

ir
 o

n 
20

24
-0

8-
25

 ]
 

                            12 / 20

http://dx.doi.org/10.29252/jcme.38.1.81
https://dorl.net/dor/20.1001.1.22287698.1398.38.1.7.8
https://iutjournals.iut.ac.ir/jcme/article-1-737-fa.html


  93  1398 تابستان، 1، شمارة 38هاي عددي در مهندسی، سال روش

)62(    B d   

)63(  Δδ Δδκ B d   

   -ماتریس گرادیان یـا تبـدیل انحنـا    B)، 63) و (62( ابطودر ر
  

Δδآیـد و  دست می) به16( ز رابطهجایی است که اجابه d , d  

 DKFTجایی گرهی در یک المـان ورق  بردارهاي تغییرات جابه

  شوند:صورت زیر تعریف میهستند که به

)64(  T
x y x y x yw w w          d

1 1 2 2 3 31 2 3   

)65(  T
x y x y x yw w w          d

1 1 2 2 3 31 2 3  

  

این معادله بـراي یـک   )، 61) در (63) و (62با قرار دادن رابطه (

  آید:دست میصورت زیر بهالمان به

)66(

 

 
 

e

e

e

e

e

T e

A
T n+

x y
A

T n+ e
x y

S

T n e

A

T R e

A

h
( ) dA

dA

dS

( ) dA

h
( ) dA

  

    

    

 













Β d C B d

H H d f

H H d T

Β d M

Β d ΔM

2

3

1

1

3

12

12

   

هاي ماتریس لفهؤ)، م66( در رابطه
x y

  
T

H H    بـا قـرار دادن

آینـد. از  دسـت مـی  ) بـه 14( ) در رابطـه  32( هـاي رابطـه  لفهؤم

Δδآنجایی که  Td  جـایی گرهـی مجـازي اسـت،     تغییرات جابـه

  آید:دست میصورت زیر به) به66( رابطه

)67(  

 

 

 

e

e

e

e

e

T e

A
T n e

x y
A

T n e
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S
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A

R e

A

h
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dS

dA

h
dA
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T
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B C B Δd

H H f

H H T

B M

B ΔM

2

3

1

1
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12

12

   

  ) بازنویسی کرد:68صورت (توان به) را می67( رابطه

)68(  e e e eΔ    eK d f f f f1 2 3 4   

  که در آن:

  

e

e

e

e

e T e

A
Te n e

x y
A

Te n
x y

S
e n e

A

h
dA

dA

dS

dA







    

   








T

K B C B

f H H f

f H H T

f B M
2

3

1
1

1
2

3

12

  

)69(  
e

e T R e

A

h
dA f B M

3

4
12

   

اسـت،   DKFTماتریس سختی المـان ورق   eK)، 69( در رابطه

ef1  ،بردار نیروي المان ناشی از نیروي حجمیef2  بردار نیروي

روي المان ناشـی  بردار نی ef3سطحی،  بردار تنشالمان ناشی از 

بردار نیروي المـان ناشـی از    ef4از لنگر در ابتداي بازه زمانی و 

بـردار   d عـلاوه  تغییرات لنگر در طول بازه زمـانی اسـت. بـه   

  جایی گرهی در یک المان است.تغییرات جابه

 گـذاري رویهـم پـس از   هـا، المان نظر گرفتن مشارکت کلیهبا در

  :شود) حاصل می70( صورت رابطهکلی به رابطه

)70(  Δ K U F   

بردار نیروي کلی و  Fماتریس سختی کلی،  K)، 70( در رابطه

U گرهی کلی در طول گام زمانی جایی بردار تغییرات جابهt 

)، یک دستگاه معادلات خطی است که با روش 70( است. رابطه

  تواند حل شود.حذفی گاوس می

هـاي ورق پیشـنهادي در   منظـور بررسـی عملکـرد المـان    به

هـاي  شـبکه هـا در  مسائل ویسکوالاسـتیک و دقـت ایـن المـان    

مثال حـل شـده اسـت و در مـورد     ) چند 7در بخش ( 46درشت

 هاي ویسکوالاستیک بیضـوي بـا  در ورق مقدار پارامتر شکل 

  هاي قطر بزرگ به کوچک مختلف پیشنهاداتی داده شده است.نسبت

  

  هاي عدديمثال -7

گاه ساده مثال اول: ورق مربعی ویسکوالاستیک با تکیه -7-1

  تحت بار متمرکز مرکزي

سنجی برنامـه اجـزاي محـدود    منظور صحتر مثال اول ابتدا بهد

پیشـنهادي،   ویسکوالاستیک نوشته شده و سپس کارآمـدي المـان  
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 ]1گاه ساده (هندسه ي مثال اول) [ورق مربعی با تکیه -8شکل 

  

  
 ویچرت سه المانی -مدل ماکسول -9شکل 

  

aل گاه ساده با طـو ورق مربعی ویسکوالاستیک با تکیهیک  m 4، 

bعرض  m hو ضخامت  4 / m 0 تحت بار متمرکز پله اي  1

ــدازه  ــا ان  ب   P H kNt t s  100 0 ــز آن در 12 ــر در مرک نظ

گرفته شده است.  H t یـن  ا تابع هویساید است. هندسه دهندهنشان

دلیـل متقـارن بـودن    ) نمایش داده شـده اسـت. بـه   8مسئله در شکل (

  توان تنها یک چهارم آن را مدل کرد.مسئله، می

در ایــن مثــال خصوصــیات مــاده ویسکوالاســتیک بــا مــدل 

) 9ویچرت سـه المـانی نمـایش داده شـده در شـکل (     -ماکسول

ــی توصـــیف ــدل  هـــايبـــتشـــود. ثامـ ــا در ایـــن مـ فنرهـ

C C kPa   7
1 3 ــر   10 ــریب میراگ kPaو ض s  73 و  10

/ثابت  47نسبت پوآسون 0   نظر گرفته شده است.در 3

ــکل ( ــه10در ش ــادیر جاب ــایی ) مق ــز ورق  wج ــراي مرک ب

و المـان   DKTحل اجزاي محـدود بـا المـان     وویسکوالاستیک 

] بـا اسـتفاده از   2 و 1با پاسخ تحلیلی مسئله [ DKFTپیشنهادي 

  ویچرت مقایسه شده است.   -مدل ماکسول

) مشخص است نتایج اجزاي محـدود  10طور که در شکل (نهما

حاصل از کد نوشته شده، با دقت بالایی با حل تحلیلی و نتایج مرجـع  

مدي برنامه کامپیوتري نوشـته شـده   ا] تطابق دارد که این مطلب کار2[

تـوان  ) می10نتایج اجزاي محدود در شکل ( کند. با مقایسهیید میأرا ت

اسـت   DKTپیشنهادي توانمنـدتر از المـان    DKFTدریافت که المان 

چرا که با شبکه درشتی شامل تنها دو المان به پاسـخ تحلیلـی همگـرا    

شود. شبکه استفاده شده در تحلیل اجزاي محـدود ایـن مسـئله در    می

شـکل در ایـن مسـئله     ) نمـایش داده شـده اسـت. پـارامتر    11شکل (

/ i  1 9   درنظر گرفته شده است.   1

  

مثــال دوم: ورق نــازك بیضــوي ویسکوالاســتیک بــا  -7-2

  گاه گیردار تحت بار متمرکز مرکزيتکیه

 گـاه در مثال دوم، یک ورق ویسکوالاستیک بیضوي با تکیـه 
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  یی مرکز ورق ویسکوالاستیک مربعی در مثال اولجاجابهنتایج تحلیلی و اجزاي محدود براي  مقایسه -10شکل 

  

  
 برده شده در تحلیل اجزاي محدود مثال اول کارمش به -11شکل 

  

مختلـف و    bبـه قطـر کوچـک    aگیردار با نسـبت قطـر بـزرگ    

hضخامت  m/ 0  48ايِ مسـتطیلی تحت بار متمرکز ضـربه  1

بــا انــدازه       ,P H t H t t N t s, t s     10 0 10 40 در  0

نظــر گرفتــه شــده اســت. مرکــز آن در H t تــابع  دهنــدهنشــان

) نمـایش داده  12مثال دوم در شـکل (  است. هندسه 49هویساید

 bو قطـر کوچـک بـا     a) قطر بزرگ با 12شده است. در شکل (

 نمایش داده شده است.  

- سولدر این مثال خصوصیات ماده ویسکوالاستیک با مدل ماک

نشــان داده شــد توصــیف  )9ویچـرت ســه المــانی کــه در شــکل ( 

Cفنرها در ایـن مـدل    هايبتشود. ثامی MPa, C MPa/ /  10 1 0 4 

MPaو ضـــریب میراگـــر  s/ 0 و نســـبت پوآســـون ثابـــت  4

/ 0 ــه شــده اســت [  3 ) 13]. در شــکل (30درنظــر گرفت

اي بـا  اي مرکـز ورق ویسکوالاسـتیک دایـره   بـر  wمقادیر خیز 

aشعاع  b m   DKTبراي حل اجزاي محدود با المـان   4

شده بـا نتـایج   وسیله برنامه نوشتهبه DKFTو المان پیشنهادي 

افزار تجاري آباکوس مقایسه سازي مسئله در نرمحاصل از مدل

افـزار  بـا نـرم  شده است. شبکه استفاده شده در حل این مثـال  

) نمایش داده شده است. پارامتر 14تجاري آباکوس در شکل (

/iبرابر  DKFTشکل در المان  /  4 1 0 درنظر گرفتـه   5

  شده است.
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  هاي دوم و سوم)گاه گیردار (هندسه مثالاي و بیضوي با تکیهورق دایره -12شکل 

  

  
جایی عمودي مرکز ورق با نتایج آباکوس براي جابه DKFTو  DKTالمان  4مقایسه نتایج اجزاي محدود با  -13شکل 

  متر  2اي با شعاع ویسکوالاستیک دایره

  

  
  50المان ورق مثلثی مرتبه دوم 512افزار آباکوس شامل اي با نرمشبکه استفاده شده در حل ورق ویسکوالاستیک دایره -14شکل 

  

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
jc

m
e.

38
.1

.8
1 

] 
 [

 D
O

R
: 2

0.
10

01
.1

.2
22

87
69

8.
13

98
.3

8.
1.

7.
8 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 iu
tjo

ur
na

ls
.iu

t.a
c.

ir
 o

n 
20

24
-0

8-
25

 ]
 

                            16 / 20

http://dx.doi.org/10.29252/jcme.38.1.81
https://dorl.net/dor/20.1001.1.22287698.1398.38.1.7.8
https://iutjournals.iut.ac.ir/jcme/article-1-737-fa.html


  97  1398 تابستان، 1، شمارة 38هاي عددي در مهندسی، سال روش

 براي  s4=tزاي محدود ورق بیضوي با نسبت قطر بزرگ به کوچک مختلف در لحظه مقایسه نتایج حاصل از تحلیل اج -1جدول 

m4=b (مثال دوم)   

  

مرکــز ورق   wجــایی عمــودي) مقــادیر جابــه1در جــدول (

t ویسکوالاســتیک بیضــوي در لحظــه s هــاي بــراي نســبت 4

و  DKTالمـان   4مختلف قطر بزرگ به قطر کوچک، با استفاده از 

DKFT سـازي دست آمده در این مطالعه با نتایج حاصل از مدلبه 

طـور  افزار تجاري آباکوس مقایسه شده است. همینمسائل در نرم

بـراي حـل ورق    ) مقادیر پیشنهادي پارامتر شکل 1در جدول (

بیضوي ویسکوالاستیک مورد نظر با نسبت قطر بزرگ به کوچـک  

  ارائه شده است. DKFTمختلف تنها با چهار المان 

) مشـخص  1طور که از نتایج ارائـه شـده در جـدول (   همان

پیشنهادي در این مقاله تنهـا   DKFTگیري از المان است، با بهره

توان به پاسخ مسـئله  المان می 4متشکل از  ايهشبکبا استفاده از 

هـاي ورق  همگرا شد، که این مطلب نمایـانگر توانمنـدي المـان   

ــابراین   پیشــنهادي در حــل مســائل ویسکوالاستیســیته اســت. بن

ها هزینه محاسـباتی  توان نتیجه گرفت که استفاده از این المانمی

مـدت زمـان    دهـد و از نظـر  را به مقدار قابل توجهی کاهش می

هـاي ورق  تحلیل اجزاي محـدود مسـئله نیـز نسـبت بـه المـان      

) 1کلاسیک بسیار مقرون به صرفه است. بـا توجـه بـه جـدول (    

/توان نتیجه گرفت کـه پـارامتر شـکل    می / i 3 3 0 را   1

هاي نازك بیضـوي  عنوان مبنا براي مسائل خمش ورقتوان بهمی

متمرکز در مرکز آن، در تحلیل اجزاي ویسکوالاستیک تحت بار 

  درنظر گرفت.  DKFTمحدود با المان 

  

اي ویسکوالاستیک با تکیهمثال سوم: ورق نازك دایره -7-3

یکنواخت یک نیوتن  اي گستردهگاه گیردار تحت بار پله

  بر مترمربع

اي هندسه و خصوصیات ماده در مثال سوم دقیقاً مشابه حالت دایـره 

متر درنظر گرفته شده است در حالی که تحـت   2شعاع  مثال دوم با

 صـورت یکنواخـت یـک نیـوتن بـر مترمربـع بـه       اي گستردهبار پله

      ,
N

q H t H t t
m

t s, t s     
2

1 0 0 10   قرار  40

نسبت قطر بزرگ به 

کوچک در ورق 

بیضوي
a

b
   

مقدار پارامتر 

   شکل 

هاي تعداد المان

پوسته مثلثی با 

گره میانی در 

  مدل آباکوس

کز ورق بیضوي خیز مر

ویسکوالاستیک در لحظه 

t s با استفاده از  4

آباکوس  mm   

خیز مرکز ورق بیضوي 

ویسکوالاستیک در لحظه 

t s  4با استفاده از  4

  (خطا %) DKFTالمان 

خیز مرکز ورق بیضوي 

کوالاستیک در لحظه ویس

t s  4با استفاده از  4

  (خطا %) DKTالمان 

0/1  i5/0+1/4  512  175/56  69/55)863/0(  71/37)87/32(  

1/1  i001/0+7/3  1216  1252/61  39/60)20/1(  24/39)80/35(  

2/1  i1/0+45/5  1176  0902/65  15/64)44/1(  22/40)71/39(  

3/1  i1/0+3/3  1148  1732/68  61/67)826/0(  79/40)17/40(  

4/1  i1/0+3/3  1102  5531/70  79/69)082/1(  08/41)77/41(  

5/1  i1/0+3/3  1088  3745/72  57/71)11/1(  17/41)11/43(  

6/1  i1/0+3/3  1038  7956/73  83/72)308/1(  12/41)28/44(  

7/1  i1/0+3/3  1018  8993/74  67/73)641/1(  99/40)27/45(  

8/1  i1/0+3/3  964  7754/75  01/75)01/1(  79/40)17/46(  

9/1  i1/0+3/3  938  4548/76  83/75)817/0(  55/40)96/46(  

0/2  i1/0+3/3  898  0801/77  49/76)765/0(  28/40)74/47(  
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 ايجایی عمودي مرکز ورق ویسکوالاستیک دایرهبا نتایج آباکوس براي جابه DKFTالمان  4مقایسه نتایج اجزاي محدود با  -15شکل 

  متر تحت بار گسترده یکنواخت یکه بر واحد سطح 2با شعاع 

  

برابـر   DKFTدارد. پارامتر شکل در این مثال بـراي المـان ورق   

i/ /  2 7 0 جایی عمودي درنظر گرفته شده است. جابه 8

مرکز ورق دایره اي ویسکوالاستیک بـراي ایـن مثـال در شـکل     

) 15طـور کـه در شـکل (   ن) نمایش داده شـده اسـت. همـا   15(

حل اجزاي  DKFTمشخص است، تنها با چهار المان پیشنهادي 

محدود به پاسخ مسئله همگرا شده است. در ایـن شـکل پاسـخ    

 مسئله، با حل اجزاي محدود با اسـتفاده از چهـار المـان پوسـته    

افزار تجاري آباکوس نیـز مقایسـه شـده    دوم در نرم مثلثی مرتبه

  است.

  

  گیرينتیجه -8

هــاي نــازك  در ایــن مقالــه تحلیــل اجــزاي محــدود ورق    

هاي جدیـد پیشـنهادي مثلثـی    ویسکوالاستیک با استفاده از المان

DKFT هاي دست آوردن توابع شکل در المانانجام شد. براي به

DKFT  توابع شکل المان ،DKT      با میـدان توابـع پایـه شـعاعی

ــان    ــع شــکل در الم ــت شــد. تواب ــه تقوی  DKFTمخــتلط فوری

خصوصــیات لازم توابــع شــکل را دارا هســتند و المــان تمــامی

DKFT  کنـد. بـراي نشـان دادن    نیز آزمون وصله را برآورده مـی

هـاي  هاي پیشنهادي و صحت روش پیشـنهادي، ورق دقت المان

هـاي  اي و بیضوي بـا نسـبت  نازك ویسکوالاستیک مربعی، دایره

ها تحلیل شد و مختلف قطر بزرگ به کوچک با کمک این المان

هـاي کلاسـیک   نتایج آن با حل تحلیلی و نتایج حاصل از المـان 

DKT افزار تجاري آبـاکوس مقایسـه شـد. در مقایسـه بـا      و نرم

هـاي  ، بـا اسـتفاده از المـان    DKTهـاي کلاسـیک ورق و   المان

تري مراتب کمتر نتایج بسیار دقیقهاي بهپیشنهادي با تعداد المان

لـب منجـر بـه کـاهش هزینـه محاسـباتی       حاصل شد که این مط

هاي حل گیري از نتایج مثالشود. با بهرهمیزان قابل توجهی میبه

 DKFTتـوان دریافـت کـه المـان ورق مثلثـی خمشـی       شده می

هـاي ورق مثلثـی   خصـوص در مقایسـه بـا المـان    پیشنهادي، بـه 

خمشی کلاسیک، المان بسیار توانمندي است زیرا در حالی کـه  

طـور قابـل تـوجهی    یی دارد، هزینه محاسباتی را نیز بـه دقت بالا

راحتی قابـل تعمـیم   دهد. گفتنی است که این روش بهکاهش می

 DKFQدست آوردن المان چهار ضلعی است کـه المـان   براي به

  .شودنامیده می 51

 

  نامهواژه

1. plates 2. Kirchhoff 3. transverse shear deformation 
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4. mindlin 
5. constitutive equations 
6. governing equations 
7. Laplace transform 
8. Fourier transform 
9. correspondence principle 
10. superposition principle 
11. finite element method 
12. boundary element method 
13. radial point interpolation 

meshless method (RPIM) 
14. complex Fourier radial basis 

functions 
15. discrete Kirchhoff theory 
16. discrete Kirchhoff Fourier 

triangular plate element 
17. deflection 
18. rotation 

19. continuity requirements 
20. transverse shear strain energy 
21. discrete 
22. gradient Matrix 
23. compatibility 
24. isoparametric formulation 
25. Jacobian matrix 
26. area coordinate system 
27. determinant 
28. radial basis functions (RBFs) 
29. enrichment 
30. polynomial function fields 
31. functional expansion 
32. interpolation 
33. radial point interpolation 

method 
34. Fourier T6 
35. Kronecker delta 

36. partition of unity 
37. infinite piecewise continuity 
38. displacement patch test 
39. constant strain states 
40. force patch test 
41. constant twisting moment 
42. tensor   
43. relaxation time   
44. prony series  
45. integration by part  
46. coarse meshes 
47. Poisson’s ratio 
48. rectangular impulsive load 
49. heaviside function 
50. quadratic 
51. discrete Kirchhoff Fourier 

quadrilateral plate element 
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