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العـاده مکـانیکی،   خصوصـیات فـوق  دلیـل  افزون فناوري نانو و کاربرد فراوان این نانوساختار به گسترش روز باگرافین از جمله مواد نانوساختاري است که  -چکیده

صـورت  . در این مقاله بررسی رفتار کمـانش حرارتـی نـانوورق گـرافین بـه     قرار گرفته استالکتریکی و حرارتی در تکنولوژي و صنعت مورد توجه بسیاري از محققین 

ایی تئوري پیوسته کلاسیک در لحاظ کردن اثـرات نانومقیـاس و وجـود    کردن اثرات مقیاس کوچک مورد ارزیابی قرار گرفته است. با توجه به عدم توان لایه با لحاظتک

 بـراي . همچنـین  شودمی ، استفادهاستکه داراي یک پارامتر مقیاس طول  شدهاصلاحهاي آزمایشگاهی، در این بررسی از تئوري جفت تنش شکلات در بررسیمموانع و 

 ،عـلاوه بـر اثـرات ناشـی از خمـش      ،هاي برشیکه به اعمال تغییر شکلاست استفاده شده  دومتغیرهشده لاحاز تئوري اص ،بندي مسئلهجایی و فرمولتعریف میدان جابه

تعیین دماي بحرانی کمانش مورد ارزیابی قرار گرفته و صحت این روابـط بـا مقایسـه نتـایج      برايروش نوار محدود معمولی  برمبنايشود. روابط استخراج شده منجر می

شرایط مرزي مختلف، نحوه تغییر دما، نسبت ابعاد و نسبت پـارامتر مقیـاس طـول بـه ضـخامت روي       تأثیر راستاهمین شده است. در  تأییدت موجود این بررسی با مقالا

 .ها و نمودارهایی ارائه شده استصورت جدولقرار گرفته و نتایج حاصل بهدماي بحرانی کمانش نانوورق مورد توجه 

  

  

  .، پایداري حرارتی، روش عددي نوار محدوددومتغیره شدهاصلاحجفت تنش، تئوري  شدهاصلاحگرافین، تئوري  نانوورق :يدیکل يهاواژه
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Abstract: Graphene is one of the nanostructured materials that has recently attracted the attention of many researchers. This 
is due to the increasing expansion of nanotechnology and the application of this nanostructure in technology and industry owing  
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to its mechanical, electrical and thermal properties. Thermal buckling behavior of single-layered graphene sheets is studied in 
this paper. Given the failure of classical theories to consider the scale effects and the limitations of the nano-sized experimental 
investigations of nano-materials, the small-scale effect is taken into account in this study, by employing the modified couple stress 
theory which has only one scale parameter. On the other hand, the two-variable refined plate theory, which considers the shear 
deformations in addition to bending deformations, is used to define the displacement field and to formulate the problem. The 
developed finite strip method formulation is used to evaluate the critical buckling temperature of the nanoplates. The validity of 
the proposed method is confirmed by comparing the results of this study with the those in the literature. The effects of different 
boundary conditions, temperature changing patterns, aspect ratio, and the ratio of length parameter to thickness on the critical 
buckling temperature are considered and the results are presented in the form of Tables and Figures. 
 
Keywords: Graphene nanoplate, Modified couple stress theory, Two-variable refined plate theory, Thermal stability, Finite strip 

method. 

  

 

  فهرست علائم

A  0  مساحت, v0u  هاي صفحه میانی در راستايجاییجابه x  وy 

a  عرض نانوورق  u, v, w  يجایی در راستاهاي جابهمؤلفه x ،y  وz  

b  عرض نوار  iu  جاییبردار جابه مؤلفه  

D  ماتریس سختی ماده  V  حجم  

E  یسیتهمدول الاست  pV  انرژي پتانسیل  

ijke  تانسور جایگشت  bw  جاییخمشی جابه مؤلفه  

h  نانوورق ضخامت  sW جاییبرشی جابه مؤلفه  

I پارامتر مقیاس طول  α  ضریب انبساط حرارتی  

GK  ماتریس سختی هندسی نوار  δ  اتنماد تغییر  

GtK ماتریس سختی هندسی ورق  ijδ  دلتاي کرونیکرتانسور  

tK ختی نوارماتریس س  ε ماتریس کرنش  

ttK ماتریس سختی ورق  Tε ماتریس کرنش حرارتی  

L نانوورق طول  iθ بردار چرخش مؤلفه  

m ماتریس جفت تنش  λ μ,  ضرایب لامه  

.N ماتریس نیرو  ν نسبت پواسون  

N ماتریس توابع شکل  σ ماتریس تنش  

T دما  φ پارامتر شکل توزیع دما  

U انرژي کرنشی  χ  حناانماتریس  

0U چگالی انرژي کرنشی     

 
 

  مقدمه -1

العاده الکتریکی، مکانیکی و حرارتی، گرافین با خصوصیات فوق

ــه    ــد نانولول ــی مانن ــاختارهاي کربن ــیاري از س ــاس بس ــا، اس ه

. بنـابراین تحلیـل و   ]1[ ها و نانوتیرها استها، نانوورقنانوحلقه

از اهمیت بالایی برخوردار است. محققـین در زمینـه    بررسی آن

هـاي بسـیاري را انجـام    بررسی ساختارهاي نانومقیاس پـژوهش 

بـراي بررسـی رفتـار     ]2[اند. در این راستا هی و همکـاران  داده

هاي بسیار نازك، یک مدل محیط پیوسته مکانیکی الاستیک فیلم

اي گونـه ارائه دادند، بـه  1کلی بر مبناي الاستیسیته پیوسته سطحی

که شامل شکل و شرایط مرزي دلخواه باشد. این محققان بـراي  
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بررسی رفتار استاتیکی و دینامیکی یک نانوورق با شرایط مرزي 

در تحلیل خـود از   آنها. ]3[مین روش استفاده کردند از ه ،ساده

بـه فرضیات ون کارمن و تئوري کلاسیک ورق استفاده کردنـد.  

 ]4[پورنچـاي و همکـاران   هاي گرافین، کیتیمنظور تحلیل ورق

ها را بر اساس مدل ورق پیوسته بررسی کردند. هـی و  این ورق

نظـر  هـاي گـرافین چندلایـه بـا در    سـی ورق همکاران نیز به برر

. در همـین  ]5[هـا پرداختنـد   گرفتن نیروي واندروالسی بین لایه

هاي گـرافین  مانش نانوورقراستا، صرامی و ازهري ارتعاش و ک

و روش نـوار   2چندلایه را با استفاده از تئوري غیرمحلی ارینگن

هـاي  . اسـتفاده از تئـوري  ]6[محدود مورد بررسـی قـرار دادنـد    

غیرمحلی کیرشهف و میندلین براي استخراج معـادلات بنیـادین   

. ]7[گاه مفصلی توسط لو و همکاران انجام شـد  نانوورق با تکیه

سـبب   ،کننـده عنوان الیـاف تقویـت  بهاستفاده از گرافین افزایش 

توسـط   ،ها در ماتریس پلیمريبررسی تحلیل ارتعاشی این ورق

نظر گرفتن مکانیک پیوسته غیرمحلی با در ]8[پارادهن و فادیکر 

هـا را  ، ارتعاش داخل صفحه نـانوورق ]9[رمو و پارادهن بود. مو

گرفتن  درنظرکارگیري مکانیک محیط پیوسته غیرمحلی و با بهبا 

بـا   ]10[زیابی کردند. اکسنسر و ایدیگو ار 3مقیاساثرات کوچک

ــانش    ــاش و کم ــه بررســی ارتع ــوي ب اســتفاده از روش حــل ل

مبنـاي تئـوري    هـایی بـا خصوصـیات ایزوتروپیـک بـر     نانوورق

نیــز اثــرات  ]11[یک ورق پرداختنــد. وانــگ و همکــاران کلاســ

هـاي دولایـه بـا خصوصـیات مکـانیکی      حرارتی روي نـانوورق 

  ایزوتروپیک را مطالعه کردند. 

ل برشی بسـیاري بـراي بررسـی رفتـار     هاي تغییر شکتئوري

 شــدهاصــلاحهــا گســترش یافتــه اســت. تئــوري مختلــف ورق

معرفـی شـد    2002در سـال   ]12[که توسط شـیمپی   4دومتغیره

هـا، نارانـدر   ها است. در راستاي این بررسـی یکی از این تئوري

با درنظر گرفتن اثرات غیرمحلـی، کمـانش نـانوورق     ]14 و 13[

ــک ــهت ــوري     لای ــاس تئ ــر اس ــانگرد را ب ــانگرد و ناهمس همس

وطرفـه و  بررسی کـرد. وي بارگـذاري را د   دومتغیره شدهاصلاح

نظـر گرفـت و در بررسـی خـود از     شرایط مرزي را مفصـلی در 

به تحلیل  ]15[روش حل ناویر استفاده کرد. ساتیش و همکاران 

هاي ارتوتروپیک با اسـتفاده از تئـوري   ارتعاش حرارتی نانوورق

شیمپی و بر اساس مکانیک محیط پیوسته غیرمحلـی پرداختنـد.   

هـاي  حسب عبـارت هایی برجاییبا معرفی جابه دومتغیرهتئوري 

هـا نیـز در بسـیاري از    مثلثاتی بازنویسـی شـد کـه ایـن عبـارت     

، کمـانش و ارتعـاش   ]16-18[ها براي مطالعات خمـش  بررسی

مورد استفاده قـرار گرفـت. کمـانش     FGM يهابراي ورق ]17[

ر بسـتر الاسـتیک بـا    یه مستقر ب ـلاهاي گرافین تکحرارتی ورق

نظر گرفتن تئوري تغییر شکل برشی سینوسی توسط زنکور و در

کـارگیري تئـوري   ، بـا بـه  ]20[بررسی شد. صبحی  ]19[صبحی 

ورق بــه بررســی ارتعــاش آزاد، کمــانش مکــانیکی و  دومتغیــره

کمانش حرارتی ورق گرافین چندلایـه پرداخـت. همچنـین وي    

لایـه گـرافین در محـیط    براي مطالعه پاسـخ خمشـی ورق تـک   

و حل لوي استفاده کـرد   دومتغیره شدهاصلاححرارتی از تئوري 

]21[.  

هاي وابسته به مقیـاس، تئـوري جفـت تـنش     تئوري از میان

با وابستگی بـه تنهـا یـک پـارامتر طـول از مزیـت        5شدهاصلاح

هاي وابسته به ابعـاد بـر   اي برخوردار است. بسیاري از مدلویژه

توان به مدل وابسته اساس این تئوري گسترش پیدا کردند که می

، مدل ]23[، مدل تیر تیموشینکو ]22[برنولی  -به ابعاد تیر اویلر

، مـدل ورق  ]25[دل تیـر ردي لوینسـون   ، م]24[ورق کیرشهف 

و مـدل ورق مرتبـه ســوم    ]27[، مـدل ورق ردي  ]26[مینـدلین  

تـنش  اشاره کرد. میرصالحی نیز با استفاده از تئوري جفت  ]28[

و  FGM هـاي بـه بررسـی کمـانش نـانوورق     6و گرادیان کرنش

  .]29[مقایسه نتایج حاصل از این دو تئوري پرداخت 

جایی ارائه شده توسط کارگیري میدان جابهدر این مقاله با به

، کمـانش  شـده اصـلاح شیمپی و با استفاده از تئوري جفت تنش 

شـود. بـا اسـتفاده از روش    حرارتی نانوورق گرافین بررسی مـی 

بـه این بررسی اسـتخراج شـده و    براينوار محدود، روابط لازم 

ن پارامتر مقیاس طول، کمک این روابط و با تغییر عواملی همچو

ابعاد نانوورق، نحوه توزیع دمـا در ضـخامت و شـرایط مـرزي،     

گذار بر نانوورق و چگونگی تغییر رفتار این نانو تأثیرپارامترهاي 

  شود.ساختار بررسی می
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  جفت تنش شدهاصلاحتئوري  -2

هاي مرتبه بالاتر محیط پیوسـته از جملـه تئـوري جفـت     تئوري

بات عدم توانایی تئوري پیوسـته کلاسـیک   با اث شدهاصلاحتنش 

در لحاظ کردن اثرات مقیـاس کوچـک معرفـی شـدند. تئـوري      

جفت تنش با وارد کردن قسمت متقارن تانسور گرادیـان مرتبـه   

نـام  بـه وسـیله پـارامتري   بـه بنـدي و  سوم تغییر شکل در فرمول

کنـد.  اثر کاهش اندازه را وارد محاسبات می ،پارامتر مقیاس طول

جایی، انـرژي  هاي مرتبه بالاتر جابهراین با وارد شدن گرادیانبناب

  آید:دست میبه، چنین Uکرنشی سیستم،

)1(  T T
ij ij ij ij

v v
U ( )dV ( m )dV       

1 1

2 2
ε σ χ m  

واقـع قسـمت متقـارن     تانسـور کـرنش و در   ε در این رابطـه، 

 - 2، است و عناصر آن مطابق با رابطه (i,ju، جاییگرادیان جابه

گرادیـان  تانسـور  نیز قسـمت متقـارن    χ. شودالف) تعریف می

,i، چــرخش jب)  - 2هــاي آن در رابطــه (، اســت کــه درایــه

ترتیب تانسـور تـنش و تانسـور    بهنیز  σو  m. اندتعریف شده

  :ها هستندجفت تنش

ij  الف) - 2( i, j j,i(u u )  
1

2
  

ij  ب) - 2( i, j j,i i ijk k, j( ), e u      
1 1

2 2
  

، را بـا توجـه بـه    0U، گـالی انـرژي کرنشـی سیسـتم    توان چمی

 درنظـر ) 3صـورت رابطـه (  به) 1اختیاري بودن حجم در رابطه (

 :گرفت

)3(  T TU  ε σ + χ m0  

 iو چـرخش  iu جاییاز آنجا که چگالی انرژي کرنشی به جابه

Uابسته است، یعنی و U ( , ) ε χ0 گیـري  توان با دیفرانسیل، می0

از تابع چگالی انـرژي کرنشـی نسـبت بـه متغیرهـاي آن چنـین       

 نوشت:

)4(  T TU U
U

 
    

 
ε χ

ε χ
0 0

0  

  توان نوشت:) می4) و (3به این ترتیب با مقایسه روابط (

)5(  
U U

,
 

 
 

σ m
ε χ
0 0  

چگـالی انـرژي    ،الاسـتیک خطـی   با رفتـار در مواد ایزوتروپیک 

 درنظـر ) 6تابع مرتبه دوم مطـابق رابطـه (   صورت یکبه کرنشی

  :]30[ شودگرفته می

)6(    T TU tr ( I )   ε ε ε χ χ
2 2

0
1

2
  

پـارامتر مقیـاس طـول مـواد      I هاي لامه وثابت μو  λ آن که در

مجموع عناصر روي قطـر اصـلی هسـتند. بـا      tr است. منظور از

توان تانسورهاي تـنش و  ) می5) در رابطه (6رابطه ( جایگذاري

 جفت تنش را به این شکل تعریف کرد:

ij  الف) - 7( kk ij ij     2  

ij  ب) - 7( ijm I  22  

  دلتاي کرونیکر است.تانسور  ij که در آن

  

  دومتغیره شدهاصلاحتئوري  -3

هـا و میـدان   نظر گرفتن کـرنش برشـی در تغییـر شـکل    عدم در

جایی در تئوري کلاسیک ورق، به کاهش دقت نتـایج ایـن   جابه

هاي بـا ضـخامت قابـل ملاحظـه منجـر      تئوري در ارزیابی ورق

هـایی سـوق داد   د. این مسئله محققان را به توسعه تئوريوشمی

هاي ناشی از برش را نیـز  که علاوه بر اثرات خمش، تغییر شکل

 دومتغیـره  شـده اصـلاح جایی لحاظ کنند. تئـوري  در میدان جابه

 ]12[توسـط شـیمپی    2002است که در سـال   آنهاورق یکی از 

) 8جـایی مطـابق بـا رابطـه (    ارائه شد. در این تئوري میدان جابه

کل از دو جزء خمشی و برشی اسـت، بـا ایـن ویژگـی کـه      متش

هاي برشی مؤلفههاي خمشی در محاسبه نیروهاي برشی و مؤلفه

  :ي ندارندتأثیردر محاسبه لنگرهاي خمشی 

b  الف) - 8( sw w
u(x, y, z) u (x, y) z F(z)

x x

 
  

 
0  

b  ب) - 8( sw w
v(x, y, z) v (x, y) z F(z)

y y

 
  

 
0  

b  ج) - 8( sw(x, y, z) w (x, y) w (x, y)   

 x ،yي جایی در راسـتاها ترتیب جابهبه w و u ، v، )8در رابطه (

هاي صفحه میانی ورق مـورد  جاییجابهنیز  v0و 0uهستند.  z و

نظـر شـده اسـت.    صرف آنهاکه در این مطالعه از  هستندبررسی 
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عرف خمش و بـرش هسـتند.   این روابط مدر  s و b هاياندیس

مله دوم معرف جـزء خمشـی و مشـابه    ج v و u هايدر عبارت

تئوري کلاسیک ورق است و جمله سوم معرف جـزء برشـی و   

هـاي برشـی توزیـع    بـراي تـنش   sw اي است که همراه باگونهبه

هـاي  شود کـه تـنش  واري ایجاد کند. این توزیع سبب میسهمی

ضـمن در  در  و صـفر شـوند   ورقبرشی عرضی در بالا و پایین 

اثري از اجزاء برشـی نباشـد. بنـابراین    محاسبه لنگرهاي خمشی 

اي انتخاب شـود  گونهبه F(z) طبق فرضیات این تئوري باید تابع

) 9شده را ارضا کند. این شرایط مطابق با رابطـه ( که شرایط بیان

 :شوندنشان داده می

  الف) - 9(
h/

h/
F(z)dz




2

2
0  

  ب) - 9(
z (h/ )

F(z)

z 


 

 2

1  

تـوان  هاي مختلـف، مـی  در تئوري vو  u هايجاییبهبا مقایسه جا

گفت طی مطالعات انجام شده توسط محققـین، اشـکال مختلفـی    

، گرفته شده است. در تئوري کلاسیک ورق درنظر  F(z)براي تابع

برابر صـفر اسـت. در تئـوري تغییـر      F(z) تابع کرنش برشی یعنی

 ایـن تـابع   ]31[شکل برشی مرتبه اول ارائه شده توسط مینـدلین  

 ]32[ 7. در تئـوري مرتبـه بـالاتر ورق   شودگرفته می درنظر z برابر

zر این تابع براب / h3 24 عـلاوه در نظریـه   بـه لحاظ شـده اسـت.    3

ترتیـب  بـه  ]34[وتـوریتر   ]33[ارائه شده توسط زنکوار  8سینوسی

ــه ــابع ب شــکل ت z h / (sin[ z / h])    و(h / z)(sin[ z / h]) 

. همچنین در نظریه تغییر شکل برشی نمـایی  شودگرفته می درنظر

-ر این تابع براب ]35[ (z/h)z (e )
گرفتـه شـده اسـت. ایـن      درنظر 22

 صـورت بهشکل تابع هایپربولیک بهها نیز تابع در برخی از بررسی

zsinh(z / h )
z -

sinh( / ) cosh( / )

2 22

2 1 4 1 4
. شـیمپی  ]36[معرفی شده اسـت   

) ارائـه کـرده   10این تابع را مطـابق رابطـه (   ]12[در مقاله خود 

  :است

)10(  
z z

F(z) h
h h

    
     
     

3
1 5

4 3
  

در پژوهش حاضر تابع معرفی شده توسط شیمپی مورد اسـتفاده  

هاي غیرصـفر بـا توجـه بـه رابطـه      گیرد. بنابراین کرنشقرار می

  الف) عبارتند از: -2جایی معرفی شده در رابطه (کرنش جابه

b  الف) - 11( s
x

w wz z
z h

h hx x

     
        
      

32 2

2 2

1 5

4 3
  

b  ب) - 11( s
y

w wz z
z h

h hy y

     
        
      

32 2

2 2

1 5

4 3
  

b  )ج - 11( s
xy

w wz z
z h

x y h h x y

     
                

32 21 5
2 2

4 3
  

s  )د - 11(
yz

wz

yh

  
   

  

2

2

5 5

4
  

s  )ه - 11(
xz

wz

xh

  
   

  

2

2

5 5

4
  

ب)  -2را نیـز بـا توجـه بـه رابطـه (      χ همچنین مقادیر غیرصفر

  :ازنویسی کرد) ب12توان مطابق با روابط (می

b  الف) - 12( s
xx

w wz

x y h x y

               

22 23 5

8 2
  

b  ب) - 12( s
yy

w wz

x y h x y

                

22 23 5

8 2
  

  )ج - 12(
 xy b s

b s

[( ) w w
y x

F(z)
( )(w w )]

zy x

 
    

 

  
 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

1

4
  

s  )د - 12(
xz

wz

yh

 
   

 
2

1
10

4
  

s  )ه - 12(
yz

wz

xh

 
   

 2

1
10

4
  

-) در رابطـه تـنش  ه -11الـف) تـا (   -11روابط ( جایگذاريبا 

ها را برحسـب  توان تنشی شده در قسمت قبل، میکرنش معرف

  :ها استخراج کردجاییجابه

  

b b
x

s s

w wEz

x y

w wE z z
h

h h x y

  
      

     
       
       
          

2 2

2 2 2

3 2 2

2 2 2

1

1 5

4 31

  

  الف) -13(
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  (ب)   (الف) 

 ان نواري شکل و درجات آزادي آناساس روش نوار محدود. الف) شرایط مرزي و ب) یک الم بندي ورق برتقسیم -1شکل 

  

  

b b
y

s s

w wEz

y x

w wE z z
h

h h y x

  
      

     
       
       
          

2 2

2 2 2

3 2 2
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1

1 5

4 31

  

  ب) -13(

  

b
xy

s

wEz
( )

x y

wE z z
h ( )

h h x y

 
     

     
      
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1
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  )ج -13(

s  )د - 13(
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wE z

( ) h y

   
          
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( ) h x
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بـه ب) چنـین   -7ها نیز با توجه به رابطـه ( همچنین جفت تنش

  آیند:دست می

b  الف) - 14( s
xx

w wz
m I

x y h x y
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تئوري جفـت  به این ترتیب روابط ارزیابی میکروورق بر اساس 

جـایی مطـابق بـا    میدان جابهنظر گرفتن و با در شدهاصلاحتنش 

کـارگیري ایـن روابـط و بـا     بـه آید. با دست میبهتئوري شیمپی 

توان اثرات مقیـاس کوچـک را   استفاده از روش حل مناسب می

  مورد بررسی قرار داد.

  

 روش حل نوار محدود -4

پیچیدگی پیدا کردن راه حل دقیق بـراي معـادلات ورق و لـزوم    

هـاي موجـود، ماننـد    ه از روشوجود شرایط خاص براي استفاد

هـا  هاي عـددي در تحلیـل ورق  حل ناویر، سبب گسترش روش

مدت زمان کمتر در روند حل بهشد. روش نوار محدود با توجه 

 بـراي هـا یـک روش قـوي    و کاهش حجم محاسـبات و هزینـه  

  شود.  تحلیل بسیاري از مسائل ورق محسوب می

  

 شدهاصلاحي توسعه روش نوار محدود بر اساس تئور -4-1

  دومتغیره

نـوار طـولی مطـابق    تعـدادي  در این رویکرد ورق مستطیلی بـه  

شـود و بـا توجـه بـه اسـتفاده از تئـوري       ) تقسـیم مـی  1شکل (

درجـه آزادي شـامل دو    8، براي هـر نـوار   دومتغیره شدهاصلاح

z x 

y 

شرایط 

مرزي 

  دلخواه

شرایط 
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خطوط 
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  yتوابع مثلثاتی استفاده شده در جهت  -1جدول 

 شرایط مرزي توابع مورد استفاده

m y
sin

L

 SS 

m y y
sin sin

L L

   CC 

(m ) y m m y
sin sin

L m L

    
  
 

1 1
  SC 

(m ) y
cos

L

 


1
1

2
  CF 

  

درجه آزادي انتقالی حاصل از خمش و برش و دو درجه آزادي 

 درنظر خط گره (لبه نوار)دورانی ناشی از خمش و برش در هر 

نــوار بــا اســتفاده از تکنیــک  شــود. تــابع شــکل هــرگرفتــه مــی

تـابع تغییـر    ،nX ) بر اسـاس 15جداسازي متغیرها مطابق رابطه (

بـه است و  x که فقط تابعی از مجهول x شکل در راستاي محور

تابع تغییر شکل  ،nY شود وگرفته می درنظرشکل توابع هرمیتی 

صورت توابـع  بهو  y که فقط تابعی از متغیر y در راستاي محور

شود. توابع هارمونیک مورد استفاده یک است، تعریف میمونرها

در این بررسی با توجه به شرط مرزي مورد ارزیـابی در جـدول   

  شده است. ارائه) 1(

b  الف) -15( b
b n n

n

w (x, y) X (x).Y (y)





1

 

s  ب) -15( s
s n n

n

w (x, y) X (x).Y (y)





1

 

و  یهاي خمش ـدهنده تغییر شکلنشان b اندیس اخیر،در روابط 

  است. یهاي برشدهنده تغییر شکلنشان s ساندی

) 15توان رابطه (می xبا اعمال توابع شکل هرمیتی در جهت 

  را چنین بازنویسی کرد:

الف) - 16(

  

r
b

b i n

n

b
i n

b
j n

b b
j n n

x x
w (x, y) [( )(w )

b b

x x
( x )( )

b b
x x

( )(w )
b b

x x
( )( ) ]Y (y)

b b



   

    

 

 


2 3

2 3
1

2 3

2

2 3

2 3

2 3

2

3 2
1

2

3 2
  

ب) - 16(

  

n
s

s i n

n

s
i n

s
j n

s s
j n n

x x
w (x, y) [( )(w )

b b

x x
( x )( )

b b

x x
( )(w )

b b

x x
( )( ) ]Y (y)

b b





   

    

 

 


1 2 3

2 3
1

2 3

2

2 3

2 3

2 3

2

3 2
1

2

3 2

  

بـه  θو  w اي کناري ودهنده دو خط گرهشانن jو  i هاياندیس

عـرض نـوار    b دهند.را نشان می آنهاایی و دوران جترتیب جابه

بر تعداد نوارهـا حاصـل    )a( است که از تقسیم عرض کل ورق

تعداد جملات سري مثلثاتی مـورد اسـتفاده    r، شود. همچنینمی

شـکل  بـه تـوان  ) را مـی 16در جهت طول نـوار اسـت. روابـط (   

  برداري چنین بازنویسی کرد:

  الف) -17(
n n

r
b b

b

n

w (x, y)



L δ

1

 

  ب) -17(
n n

r
s s

s

n

w (x, y)



L δ

1

 

bکه در این روابط 
nL  وs

nL :عبارتند از  

)18(
  

b s
n n n

n

x x x x
[( ), ( x ),

bb b b

x x x x
( ),( )]Y

bb b b

       

 

L L L
2 3 2 3

2 3 2

2 3 2 3

2 3 2

3 2 2
1

3 2
  

bن همچنی
nδ  وs

nδ ا اي متناظر ببردارهاي درجات آزادي گرهn 

bهاي مین جمله از سريا
nY (y)  وs

nY (y)    هستند و مطـابق بـا

  :شوند) نوشته می19رابطه (
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in

in in

n i j
jni j jn

jn

b

T b bb b
b b b

b b

n
b

w

w w
w , , w ,

wx x

 
 

             
                      

 
  

δ
δ

δ
  

  الف) - 19(

in

in in

n i j
jni j jn

jn

s

T s ss s
s s s

s s

n
s

w

w w
w , , w ,

wx x

 
 

             
                      

 
  

δ
δ

δ
  

    ب) - 19(

نوشـته   به این ترتیب مجمـوع درجـات آزادي کـل نـوار چنـین     

  خواهد شد:

 
i

j

ni i j j i i j j

i

j

b

b r T
b b b b s s s s

s
n

s

w w w w



 
 
  

      
 
 
  



δ

δ
δ

δ

δ
1

  

)20(  

  

  کمانش حرارتی نانو ورق گرافین -4-2 

بندي نوار محدود براي نـانوورق گـرافین،   براي استخراج فرمول

شـکل ماتریسـی   بـه ) 8جایی معرفی شده در رابطـه ( میدان جابه

  :شود) بازنویسی می21مطابق با رابطه (

)21(  
u
v
w

  
 

  

Nδ 

) 22صورت ارائه شده در رابطـه ( به N که در این رابطه ماتریس

  :است

)22(  

n n

n n

n n

z( ) F(z)( )
x x

z( ) F(z)( )
y y





  
  
 

  
  
 
 
  

L L

N L L

L L

 

ب)  -2( و )الـف  -2) در روابـط ( 21بـا اعمـال کـردن رابطـه (    

  و انحنا از این قرار خواهند بود: هاي کرنشماتریس

=  الف) -23( SNδ = Bδε 

  ب) -23( = J SS N δ J B δχ 

  ترتیب عبارتند از:به Jو  B ،B́ )23در روابط (

  الف) - 24(

n n

n n

n n

n

n

z( ) F(z)( )
x x

z( ) F(z)( )
y y

z( ) F(z)( )
x y x y

F(z)
( )( )

z y

F(z)
( )( )

z x

  
 

  
   
  
 

  
    

 
  

  
 

  
   

L L

L L

B
L L

L

L

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

0 1

0 1

  

  

n n

n n

n n n n

n

n

F(z)
( ) ( )( )

x y z x y

F(z)
( ) ( )( )

x y z x y

F(z)
( ) ( )( )

zy x y x

F(z)
( )( )

xz

F(z)
( )( )

yz

   
 

     
 

    
     
 

              
  
 

 
   
  

L L

L L

B L L L L

L

L

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2

2

2

2

2 1

2 1

2 1

0

0

  ب) -24(

  )ج - 24(

 
 
 
 
 
  

J

2 0 0 0 0
0 2 0 0 0

1
0 0 1 0 0

4 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

  

تـوان  صـورت بـرداري، مـی   بـه هـا و انحناهـا   با استخراج کرنش

) چنـین  7نیـز بـا اسـتفاده از روابـط (    ها را ها و جفت تنشتنش

  نوشت:

  الف) -25( D D B δσ ε 

I  ب) -25( I     J B δm χ2 22 2 

ماتریس سختی ماده است که بـا توجـه    D، )الف -25در رابطه (

) بـراي یـک مـاده    ν) و نسبت پواسـون ( Eبه مدول الاستیسیته (

  شود:می ) نوشته26ایزوتروپیک بر اساس رابطه (
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)26(  E

 
 

  
       

  
  

D
2

1 0 0 0
1 0 0 0

1
0 0 0 0

2
1

0 0 0 01
2

1
0 0 0 0

2

  

) در رابطــه انــرژي 25) و (23روابــط ( جایگــذاريبنــابراین بــا 

  توان نوشت:کرنشی معرفی شده در تئوري جفت تنش، می

)27(

  T T T T T

T

T TU

( )dV

( )

( )dV 

   

 
 






δ B DBδ δ B J J B δ

δ K + K δ

ε σ χ m
1

2
1

2
1

2

  

) ماتریس سـختی یـک نـوار    27به این ترتیب با توجه به رابطه (

  به این شرح خواهد بود:

)28(  
T

T T

t ( )dV

( I )dV

  

 




K = K + K B DB

B J J B22
 

هـاي گـرافین، فـرض شـده     براي بررسی کمانش حرارتـی ورق 

است تغییرات دما تنها به ضخامت ایـن مـاده وابسـته اسـت. در     

واقع این بدان معناست کـه رابطـه فـرض شـده بـراي تغییـرات       

باشـد. بـه ایـن منظـور تـابع       z دمایی باید تنها تابعی از مختصه

  :) فرض شده است29ی مطابق با رابطه (تغییرات دمای

)29(  
z h h

T(z) T, z
h


 

     
 

1

2 2 2
  

شکل توزیع حرارت در  ) مشخص کننده29در رابطه ( φ پارامتر

ضخامت است و در سه حالت  0 )  (توزیع یکنواخـت دمـا ،

 1  (توزیع خطی دما) و   درنظر(توزیع غیرخطی دما)  2

دهنده اختلاف دما نشان T ضمن در این رابطه در شود.گرفته می

بین دماي مرجع و مقـدار دمـایی اسـت کـه در آن کمـانش رخ      

  دهد.می

با ایجاد تغییرات حرارتـی در ورق، کـرنش حرارتـی ایجـاد     

  شده برابر است با:

)30(  T T    

کـرنش، تـنش حرارتـی در دو     -نظـر گـرفتن رابطـه تـنش    ا درب

  ) تعریف کرد:31توان مطابق با رابطه (را می y و  xجهت

)31(  
x y

E E z
T T

h


  

          

1

1 1 2
 

گیري از تنش در جهت ضخامت، نیروي اعمـال شـده   با انتگرال

  به ورق در اثر این تغییرات دمایی برابر خواهد بود با:

)32(  
h/

T

h/

E z h E
N Tdz T

h ( )( )





  
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2

2

1

1 2 1 1
 

با توجه با اینکه ماده سازنده ورق ایزوتروپیـک اسـت، مـاتریس    

) نوشـته  33نیرویی حاصل از این تغییرات دمـایی طبـق رابطـه (   

  :شودمی

)33(  T
T

N
N

 
  

N 0
0 

نهایت انرژي پتانسیل حاصل از نیروهاي خـارجی بـراي ورق   در

نـدارد چنـین    قـرار خـود  نازکی که تحت بار عمـود بـر سـطح    

  شود:محاسبه می

p x y xy

A

w w w w
V N N N dA

x y x y

                              


22
1

2
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)34(  

جایی اسـتخراج شـده در رابطـه    نیرو و میدان جابه جایگذاريبا 

توان ماتریس سختی هندسی نانوورق را به این ترتیـب  می )34(

  :استخراج کرد

)35(   T
G G G

A

dA K B N B 

  عبارت است از: GBکه در این رابطه

)36(  n,x n,x
G

n,y n,y

 
  
 

L L
B

L L
 

) با حل مسئله مقدار ویـژه  crN(ق مقدار بار بحرانی کمانش ور

هـاي سـختی ایـن    شـود. مـاتریس  ) تعیین مـی 37مطابق رابطه (

گـذاري  مسئله، ماتریس سـختی کـل ورق اسـت کـه از رویهـم     

  :شودصل میهاي سختی نوارها حاماتریس

)37(   tt GtK -K δ = 0 

معــرف مــاتریس ســختی کــل ورق مــورد  ttK)،37در رابطــه (

، مـاتریس پایـداري کـل ورق اسـت و     tGKس بررسی و ماتری

هـاي سـختی و   گذاري مـاتریس طور که بیان شد از رویهمهمان

  شود.وارها حاصل میپایداري تک تک ن
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 )Kهمگرایی روش نوار محدود معمولی براي دماي بحرانی ورق گرافین مربعی با شرایط مرزي مفصلی (اعداد برحسب -2جدول 

 تعداد نوارها
I/h  

10  8  6  4  2  1  

6/1374  6/1374 6/1374 8/1374 3/1377 2/1453 0 

0/2925 0/2925 1/2925 3/2925 4/2929 2/3053 5/0 

4/7575  5/7575 5/7575 0/7576 8/7584 2/7852 1 

  

 ) براي ورق مربعی با شرایط مرزي مفصلی تحت اثر توزیع دماي یکنواختCدماي بحرانی کمانش ( -3جدول 

I/h  

0/2 5/1  0/1 5/0 0 

 عه حاضرمطال 0901/17 0387/35 8861/88 6236/178  2642/304

 ]29[مرجع  0992/17 0533/35 9157/88 6863/178  6353/304

0332/0  0351/0  3303/0  0417/0  0532/0   درصد اختلاف 

  

 بحث  -5

بنـدي ارائـه شـده بـر اسـاس      در این بخش با استفاده از فرمـول 

کـارگیري روابـط حـاکم بـر     بـه و با  دومتغیره شدهاصلاحتئوري 

بـا اسـتفاده از    شـده اصلاحنانوورق بر اساس تئوري جفت تنش 

 روش نوار محدود به بررسی کمانش حرارتی نـانوورق گـرافین  

شود. در ابتدا صحت این روابط ارزیـابی شـده و در   پرداخته می

ها روي ورق گرافین بـا اسـتفاده از   ادامه نتایج حاصل از بررسی

رائـه  ا MATLAB اي نوشـته شـده در محـیط   هـاي رایانـه  برنامه

  خواهد شد.

مشخصات ورق گرافین مورد مطالعه در این مقالـه بـه ایـن    

  :]6[شرح است 

h nm , E TPa , , K/ / / /         160 34 1 06 0 25 1 1 10

h ، ضخامت نانوورقE  ،مدول الاستیسیته آنν نسبت پواسون و 

α ین مورد ارزیابی هستند.ضریب انبساط حرارتی ورق گراف  

 

 همگرایی روش -5-1

شده، یـک نـانوورق گـرافین     بررسی همگرایی روابط ارائه براي

بـا خـواص عنـوان شـده تحـت بـار       نـانومتر   10 دمربعی با ابعا

حرارتی یکنواخت و با شرایط مرزي مفصلی بـراي سـه نسـبت    

مورد ارزیـابی قـرار    1و  5/0، 0پارامتر مقیاس طول به ضخامت 

دقـت مناسـب    بهرسیدن  برايفته و تعداد نوارهاي مورد نیاز گر

) 2استخراج شده است. نتایج حاصل از این بررسی در جـدول ( 

برحسب درجه کلوین ارائه شده است. با توجـه بـه ایـن نتـایج     

 ـ  دربررسی عـددي نـانوورق    براي   بارگـذاري   هـاي تتمـام حال

اســتفاده نـوار   10اطمینــان از  بـراي  ،و شـرایط مـرزي مختلــف  

، هر چنـد در بسـیاري از مـوارد اسـتفاده از شـش نـوار       شودمی

  کند.کفایت می

  

 سنجی روشصحت -5-2

روابـط اسـتخراج شـده در تحلیـل کمـانش       سنجیصحتبراي 

دلیل نبود نتایج معتبر در این زمینـه، تنهـا   بهها، حرارتی نانوورق

ازاي توزیع حـرارت یکنواخـت مـورد    بهپایداري حرارتی ورق 

 I/h هـاي ارزیابی قرار گرفت. در ابتدا یک ورق مربعی با نسـبت 

متفاوت با شرایط مرزي مفصلی مورد بررسی قرار گرفته اسـت.  

گراد در جدول نتایج حاصل از این بررسی برحسب درجه سانتی

مقایسه شده است. در ادامه ورق  ]29[) ارائه و با نتایج مرجع 3(

 [
 D

O
I:

 1
0.

47
17

6/
jc

m
e.

38
.2

.3
64

1 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

22
87

69
8.

13
98

.3
8.

2.
3.

6 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 iu

tjo
ur

na
ls

.iu
t.a

c.
ir

 o
n 

20
24

-0
7-

22
 ]

 

                            10 / 19

http://dx.doi.org/10.47176/jcme.38.2.3641
https://dorl.net/dor/20.1001.1.22287698.1398.38.2.3.6
https://iutjournals.iut.ac.ir/jcme/article-1-745-fa.html


  53  1398 زمستان، 2، شمارة 38هاي عددي در مهندسی، سال روش

 اخت) براي ورق با شرایط مرزي گیردار تحت اثر توزیع دماي یکنوCدماي بحرانی کمانش ( -4جدول 

a/L  
0/2 5/1 0/1 667/0 5/0 

5112/33  2566/32  4812/45  0914/79  6146/133   مطالعه حاضر 

628/33  367/32  598/45  577/79  513/134   ]37[مرجع  

3473/0  3411/0  2562/0  6102/0  6679/0   درصد اختلاف 

  

ت ابعـاد مختلـف بـا شـرایط     و نسـب  I/h=0 ازايبهمورد بررسی 

مرزي گیردار مورد بررسی قرار گرفته و نتایج این ارزیابی نیز با 

) ارائه شده است. مطـابق بـا   4مقایسه و در جدول ( ]37[مرجع 

پارامترهـاي دخیـل در حـل مسـئله      این مراجع مقادیر زیر براي

  :نظر گرفته شده استدر

o

E GPa , , h m,

a L h , / C

/ /

/





    

    

6

6

380 0 3 17 6 10

100 7 4 10
  

بـا  در این تحقیـق  شده حاصل از روش پیشنهاد  با مقایسه نتایج

شود که روابط ارائـه شـده   نتایج مراجع عنوان شده، مشخص می

از صــحت و دقــت کــافی برخــوردار بــوده و در مقالــه حاضــر 

بررسی کمانش حرارتی نـانوورق گـرافین تحـت     برايتواند می

طـور کـه در ایـن    تفاده قرار گیرد. همـان شرایط مختلف مورد اس

ها نیز نشان داده شده است، میزان انحراف نتایج از مقادیر جدول

  ذکر شده در منابع عنوان شده کمتر از یک درصد است.

  

 بررسی پایداري حرارتی نانوورق گرافین -5-3

) ارائه شد که با توجه بـه  29تابع تغییر درجه حرارت در رابطه (

شود. تعیین می φ کمک پارامتربهکل توزیع حرارت این رابطه ش

در بررسی انجام شده، توزیع حرارت در ضخامت ورق بـه سـه   

اسـت. بـه   شده نظر گرفته درشکل یکنواخت، خطی و غیرخطی 

ترتیب برابـر صـفر،   بهاعمال شده در روابط  φ این منظور مقادیر

 شوند. ورق در دو حالت مربعی و مسـتطیلی یک و دو فرض می

با نسبت ابعاد دو و با شرایط مرزي مفصلی و گیردار در راستاي 

عرض ورق و شرایط مرزي مختلـف در راسـتاي طـولی تحـت     

عنوان شده مورد ارزیابی قـرار گرفتـه اسـت.     حرارتی بارگذاري

گرفتـه شـده و    درنظرنانومتر  10 ابرابر ب x بعد ورق در راستاي

فــت تــنش پــارامتر مقیــاس طــول معرفــی شــده در تئــوري ج 

رابـر  و ب h2/0 ،h4/0 ،h6/0 ،h8/0، 0 ترتیب برابـر به شدهاصلاح

لحاظ شده است. دماي بحرانی کمانش محاسبه شده در این  hبا 

درجه کلـوین) تقسـیم    296ها بر دماي استاندارد محیط (بررسی

) ارائه شـده اسـت. نتـایج    7) تا (5هاي (شده و نتایج در جدول

 هـاي دهد کـه بـا افـزایش اثر   ان میارائه شده در این قسمت نش

کند. شرایط کوچک دماي بحرانی کمانش افزایش پیدا میمقیاس

کمترین میزان تغییرات دماي بحرانی را دارد که در  SSFF مرزي

 پـارامتر مقیـاس طـولِ    گرفتن درنظرآن دماي بحرانی کمانش با 

شود. بیشـترین تغییـرات   حدود سه برابر میدر برابر با ضخامت 

قابل مشاهده است  دوبا نسبت ابعاد  SSCFدر شرایط مرزي  نیز

کند. شرایط مرزي و برابر تغییر می هشتکه در آن دما تا حدود 

روي دمـاي بحرانـی کمـانش     میزان سخت شدن ورق در لبه نیز

تر باشـد، افـزایش   گذار است و هر چه شرایط مرزي سختتأثیر

یر توزیـع حـرارت   دماي بحرانی بیشتر قابل مشاهده است. با تغی

از حالت یکنواخت به خطی و غیرخطی، دماي بحرانی کمـانش  

کند. با توجه به نتایج حاصل، هر چه درجه ورق افزایش پیدا می

غیرخطی بودن توزیع حرارت بیشتر باشد، تغییرات ایجـاد شـده   

در بار بحرانی کمانش بیشتر و رو به افزایش است. ایـن شـرایط   

الگوي ثـابتی داشـته و تغییـر     طول تقریباً با تغییر پارامتر مقیاس

  شود.  چندانی در نحوه تغییرات دما مشاهده نمی

نسبت ابعاد ورق روي دماي بحرانـی کمـانش    تأثیردر ادامه 

) بررسی شده است. ایـن بررسـی بـراي    4) تا (2هاي (در شکل

سه حالت توزیع حرارت یکنواخت، خطی و غیرخطی با شرایط 

با نسبت پارمتر مقیاس طول بـه   SSCCو  SSSS ،CCCC مرزي
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 دماي بحرانی کمانش بی بعد شده تحت اثر تغییرات یکنواخت دما -5جدول 

I/h 
  L/a  1  8/0  6/0  4/0  2/0  0  شرایط مرزي

8049/6  2895/5  0790/4  1573/3  5067/2  2242/2  SSFF  

1 

8569/15  4546/11  9643/7  3342/5  5159/3  7815/2  SSCF  

2124/45  5319/32  6631/22  6051/15  3613/11  9437/9  CCCS  

5448/40  1369/29  2625/20  9210/13  1143/10  8443/8  SSCC  

0948/53  3853/38  9401/29  7576/18  8385/13  1966/12  CCCC  

5929/25  0517/18  1864/12  9962/7  4819/5  6439/4  SSSS  

8486/28  9185/21  4890/16  5468/12  2448/8  6061/6  CCFF  

7833/31  3090/22  2529/15  2095/10  1807/7  1702/6  SSCS  

5218/1  2348/1  9932/0  7893/0  6244/0  5509/0  SSFF  

2 

2438/9  4099/6  1672/4  5150/2  4802/1  1223/1  SSCF  

6682/22  4667/16  6399/11  1873/8  1095/6  4147/5  CCCS  

2458/33  4578/24  6222/17  7392/12  8094/9  8328/8  SSCC  

8667/34  5973/25  3821/18  2173/13  1041/10  0591/9  CCCC  

6634/13  7922/9  7806/6  5299/4  3395/3  9093/2  SSSS  

9352/6  3540/5  1000/4  1087/3  7832/1  2388/1  CCFF  

6415/20  0113/15  6320/10  5041/7  6276/5  0019/5  SSCS  

  

 ات خطی دمادماي بحرانی کمانش بی بعد شده تحت اثر تغییر -6جدول 

I/h 
  L/a  1  8/0  6/0  4/0  2/0  0  شرایط مرزي

6097/13  5789/10  1579/8  3146/6  0134/5  4484/4  SSFF  

1 

7138/31  9091/22  9285/15  6684/10  0318/7  5630/5  SSCF  

4247/90  0639/65  3261/45  2102/31  7225/22  8873/19  CCCS  

0895/81  2737/58  5249/40  8420/27  2286/22  8768/17  SSCC  

1896/106  7715/76  8803/53  5133/37  6771/27  3932/24  CCCC  

1857/51  1034/36  3727/24  9924/15  9637/10  2879/9  SSSS  

6972/57  8369/43  9780/32  0937/25  4897/16  2122/13  CCFF  

7566/62  6180/44  5059/30  4191/20  3613/14  3404/12  SSCS  

0436/3  4696/2  9864/1  8757/1  2489/1  1019/1  SSFF  

2 

4876/18  8198/12  3343/8  0300/5  9605/2  2446/2  SSCF  

3363/45  9333/32  2798/23  3746/16  2190/12  8295/10  CCCS  

4917/66  9155/48  2444/35  4784/25  6189/19  6657/17  SSCC  

7334/69  1947/51  7643/36  4346/26  2081/20  1182/18  CCCC  

3268/27  5844/19  5611/13  2598/9  6790/6  8187/5  SSSS  

8705/13  7081/10  2001/8  2175/6  5664/3  6575/2  CCFF  

2830/41  0227/30  2640/21  0081/15  2552/11  0037/10  SSCS  
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 دماي بحرانی کمانش بی بعد شده تحت اثر تغییرات غیرخطی دما -7جدول 

I/h 
  L/a  1 8/0  6/0  4/0  2/0  0  شرایط مرزي

4146/20  8684/15  2369/12  4720/9  5201/7  6726/6  SSFF  

1 

5708/47  3637/34  8928/23  0026/16  5476/10  3445/8  SSCF  

6371/135  5958/97  9892/67  8153/46  0838/34  8310/29  CCCS  

6343/121  4106/87  7874/60  7629/41  3429/30  5330/26  SSCC  

2844/159  1573/115  8204/80  2700/56  5156/41  5898/36  CCCC  

7786/76  1551/54  5591/36  9886/23  4446/16  9318/13  SSSS  

5458/86  7554/65  4671/49  6405/37  7345/24  8183/19  CCFF  

1349/94  9269/66  7588/45  6286/30  5420/21  5106/18  SSCS  

5653/4  7044/3  9796/2  3680/2  8733/1  6528/1  SSFF  

2 

7314/27  2296/19  5015/12  4505/7  4407/4  3670/3  SSCF  

0045/68  4000/49  9197/34  5619/24  3285/18  2442/16  CCCS  

7375/99  3733/73  8666/52  2177/38  4283/29  4985/26  SSCC  

6001/104  7920/76  1464/55  6519/39  3122/30  1773/27  CCCC  

9902/40  3765/29  3417/20  8897/13  0184/10  7280/8  SSSS  

8057/20  6210/16  3001/12  3262/9  3496/5  9863/3  CCFF  

9244/61  0340/45  8960/31  5122/22  8827/16  0056/15  SSCS  

  

مقیـاس و شـرایط    تأثیرضخامت صفر و یک انجام شده است تا 

مرزي قابل مشاهده باشـد. افـزایش دمـاي بحرانـی کمـانش در      

ا هـا ب ـ ب) در هر یک از این شکلمقایسه نمودارهاي (الف) و (

نظر گرفتن شرایط یکسان و با افزایش پـارامتر مقیـاس طـول    در

شرایط مرزي با افزایش چشمگیر  تأثیرقابل مشاهده است. میزان 

تر شدن شرایط مرزي نمایان شده دماي بحرانی کمانش با سخت

است. در تمام نمودارها قابل مشاهده است که با افزایش نسـبت  

کنـد. سـرعت   پیـدا مـی  ابعاد ورق دماي بحرانی کمانش کاهش 

ازاي نسـبت  بـه اي کـه  گونـه همگرایی کاهش دما بالا اسـت بـه  

5/1L/a ≥    تغییرات در دماي بحرانی کمانش ناچیز اسـت. بـراي

پارامتر مقیاس طول، نسبت ضـخامت ورق بـه    تأثیربررسی بهتر 

تـدریج افـزایش داده شـده و دمـاي     بـه  20تا  5/0این پارامتر از 

 هـاي شـکل  هر نسبت تعیین و در نمودار ازايبهبحرانی کمانش 

) براي سه حالت تغییر دما در ضخامت نشان داده شده است. 5(

ت شود، افـزایش نسـب  طور که در این نمودارها مشاهده میهمان

h / I  همراه دارد. همگرایی در بهکاهش دماي بحرانی کمانش را

ل مشاهده است و بعد از ایـن  قاب ≤ 6h/Iازاي نسبت بهنمودارها 

نسبت دماي بحرانی کمانش تغییرات نـاچیزي داشـته اسـت. بـا     

تـوان گفـت اثـرات مقیـاس     توجه به نتایج اسـتخراج شـده مـی   

  است. تأثیربی زیادهاي کوچک در ضخامت

  

  گیرينتیجه -6

در این مقاله پایداري حرارتی نانوورق گـرافین بـا اسـتفاده از    

 ،اعمال اثرات ناشی از برش براي ،تغیرهدوم شدهاصلاحتئوري 

کارگیري روش نوار محدود مورد ارزیابی قـرار گرفـت و   با به

هاي قبـل ارائـه شـد. اثـر کـاهش      نتایج این ارزیابی در قسمت
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  تغییرات دماي بحرانی کمانش ورق برحسب نسبت طول به عرض در حالت توزیع یکنواخت دما  -2شکل 

  الف) صفر و ب) یک :قیاس طول به ضخامت برابر بابراي نسبت پارامتر م

  

وسـیله تئـوري جفـت تـنش     بـه در تحلیل انجـام شـده    اندازه

نام پارامتر مقیاس طول است، بهکه داراي پارامتري  شدهاصلاح

لحاظ و مورد بررسی قرار گرفت. با توجه به نتایج ارائه شـده،  

کند. البته میبا کاهش اندازه دماي بحرانی کمانش افزایش پیدا 

بـه ذکر است که اگر کاهش اندازه در مقابـل ضـخامت   بهلازم 

عبـارت دیگـر   بـه میزان قابل توجهی کمتر باشد، تغییر ابعاد یا 

است. این تغییـرات در هـر سـه حالـت      تأثیرکاهش مقیاس بی

تغییر دماي یکنواخت، خطی و غیرخطی قابل مشـاهده اسـت.   

 (الف)
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  نی کمانش ورق برحسب نسبت طول به عرض در حالت توزیع خطی دما تغییرات دماي بحرا -3شکل 

  الف) صفر و ب) یک :براي نسبت پارامتر مقیاس طول به ضخامت برابر با

  

از مربعی به مستطیلی نیـز نشـان داد    ضمن تغییر ابعاد ورقدر 

که در نسبت ابعاد زیاد، دماي بحرانی کمـانش مقـداري ثابـت    

که با تغییر این نسبت تغییر نـاچیزي  اي گونهخواهد داشت، به

شود. این تغییرات نیـز در  در دماي بحرانی کمانش مشاهده می

هاي مختلف توزیع دما ارزیابی شـد و نتـایج اسـتخراج    حالت

ذکـر  بـه شده نشان از الگوي ثابت ایـن تغییـرات داشـت. لازم    

است که با تغییر دما از حالت یکنواخت به خطـی و از حالـت   

مقـدار  بـه رخطی، افزایش دمـاي بحرانـی کمـانش    خطی به غی

  .گیري قابل مشاهده استچشم

  

 (الف)
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   :: دماي بحرانی کمانش ورق بر حسب نسبت طول به عرض (توزیع حرارت غیرخطی)4شکل 

  ب) نسبت پارامتر مقیاس طول به ضخامت برابر یک و الف) نسبت پارامتر مقیاس طول به ضخامت برابر صفر

  

  

  

  

  

  

 (الف)
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  نمودار تغییرات دماي بحرانی ورق مربعی برحسب نسبت ضخامت به پارامتر مقیاس طول -5شکل 

  الف) توزیع حرارت یکنواخت، ب) توزیع حرارت خطی و ج) توزیع حرارت غیرخطی :براي
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