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 کوپلو تنش  بعديسه تهیسیالاستهاي يبه کمک تئور يروینانوصفحات دا یغیرخطتحلیل 

  ايتحلیلی چندجملهددي نیمهصلاح شده به روش عا

  

  

  

  *زهرا باروئی و مهرداد جبارزاده

  مهندسی مکانیک، دانشگاه آزاد اسلامی واحد مشهد، مشهد

  

  

  

  )08/07/1398 نهایی: دریافت نسخه - 10/03/1398(دریافت مقاله:  

10.18869/acadpub.jcme.36.1.1 DOI: 

 

  

ي و تنش کوپل اصلاح شده، بررسـی  بعدسه تهیسیالاستوري به کمک تئدار ي سوراخروینانوصفحات دایل خمش غیرخطی تحلدر این مقاله،  -چکیده

مـه هاي غیرخطی کرنش به روش حداقل انرژي پتانسیل محاسـبه و بـه روش عـددي نی   است. به این منظور معادلات تعادل با در نظر گرفتن عبارتشده 

روش بعدي تمـام شـرایط مـرزي بـه     سه شده، تاکنون، تحقیقی که در آن به روش الاستیسیتههاي انجام است. طبق بررسی شدهي حل اچندجملهی لیتحل

صورت المان محدود بوده و یا اکثراً فقط بـراي شـرط   بعدي یا بهسه الاستیسیته طور معمول، تحقیقات در زمینهعددي محاسبه شده باشند، ملاحظه نشد. به

اع شرط مرزي ارائـه شـده   بعدي براي انوسه است. در این تحقیق، براي اولین مرتبه، تحلیل غیرخطی خمش به کمک الاستیسیته شدهمرزي مفصلی انجام 

 ـخ راتییتغ یبررساست. در ادامه، ضمن اعتبارسنجی نتایج،  است. همچنین، به کمک تئوري تنش کوپل اصلاح شده، نتایج در مقیاس نانو بررسی شده  زی

قیاس بر نتایج خطـی و غیرخطـی بررسـی    هاي مختلف و اثر پارامتر مس براي انواع شرط مرزي، اثر تغییر پارامتر مقیاس در ضخامتاینسبت به پارامتر مق

 .استشده 

  

  

  .ياچندجمله یلیتحلمهین يتنش کوپل اصلاح شده، روش عدد ،يبعدسه نانوصفحات دایروي، الاستیسیته ،یخمش غیرخط :يدیکل يهاواژه
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Abstract: In this paper, the nonlinear bending analysis for annular circular nano plates is conducted based on the modified 
coupled stress and three-dimensional elasticity theories. For this purpose, the equilibrium equations, considering nonlinear strain 
terms, are calculated using the least energy potential method and solved by the numerical semi-analytical polynomial method. 
According to the previous works, there have been no studies calculating all boundary conditions numerically based on three-
dimensional elasticity. Typically, the research done on three-dimensional elasticity is either finite element or only for a simply-
supported boundary condition. In this research, for the first time, the nonlinear analysis of bending is calculated with the help of 
three-dimensional elasticity for a variety of boundary conditions. Also, with the help of the modified couple stress theory, the 
results on the nano-scale scale have been studied. In the following, while validating the results, we investigate the changes in the 
scale parameter for the types of boundary conditions, the effect of changing the parameter of scale in different thicknesses, and 
the impact of the parameter of scale on the linear and nonlinear results. 
 
Keywords: Nonlinear bending, Circular Nano plates, Three-dimensional elasticity theory, Modified coupled stress, Semi-

analytical polynomial method. 

  

 

  فهرست علائم

E گ (الاستیسیته)مدول یان  U


  جاییهبردار جاب 

E


  حجم V  تانسور کرنش 

G مدول برشی  W وسیله نیروهاي خارجیکار انجام شده به 

h ضخامت صفحه  w  جایی همؤلفه بردار جابU


 zدر راستاي  

L پارامتر مقیاس طول ماده  z اي مختصات استوانهسیستم در ی محور مختصات(r-θ-z)  

m  بخش انحرافی تانسور تنش کوپل  δ  نماد تغییرات مجازي/ فرضی  

q  بار اعمالی بر صفحه  


  تانسور کرنش گرین  

r  اي مختصات استوانهر سیستم دی محور مختصات(r-θ-z)  θ اي مختصات استوانه در سیستمی محور مختصات(r-θ-z)  

ir شعاع داخلی صفحه  θ


  بردار چرخش  

or شعاع خارجی صفحه  ν  پوآسون(نسبت)  ضریب  

T  نماد ترانهاده  


  تانسور تنش کوشی  

U یژي کرنشانر  


  تانسور متقارن پیچش  

u  جایی همؤلفه بردار جابU


     rاي در راست 

 
 

  مقدمه -1

صفحات الاستیک به یـک تئـوري تقریبـی گفتـه     عبارت تئوري 

د. کن ـشکل صفحات را محاسـبه مـی   رها و تغییشود که تنشمی

ت، هاي تحلیل صفحه عبارتند از: تئوري کلاسیک صـفحا تئوري

 يتئورشی و هاي مرتبه بالاتر بري، تئور1شیتئوري مرتبه اول بر

در ساختارهاي با ابعـاد کوچـک نیروهـاي    ي. بعدسه تهیسیالاست

پوشـی نیسـت،   اتمی قابـل چشـم  چسبندگی بین مولکولی و بین

ات زیادي بر خواص اسـتاتیکی و دینـامیکی مـواد دارد.    زیرا اثر

هـاي مکانیـک   براي تحلیل مواد نانوساختار با استفاده از تئـوري 

ها مستقل از ابعـاد هسـتند،   محیط پیوسته، از آنجا که این تئوري

بینـی کننـد. اسـتفاده از تئـوري     توانند اثرات انـدازه را پـیش  نمی

کوچک منجر به نتـایج بـیش   محیط پیوسته براي تحلیل در ابعاد 

همین راستا پژوهشـگران بـه اصـلاح    در شود. از حد تقریبی می

. ]1[نـــد اختـــهداپر پیوسته محیط مکانیک برکـــی متّ يهاروش

هـاي  تئـوري  غیرمحلی، مدل اصلاح شده هاي الاستیسیتهتئوري

الاستیسیته کلاسـیک هسـتند کـه در آنهـا اثـر مقیـاس کوچـک        

بین تنش غیرمحلی و تنش کلاسیک را صورت ضریبی، رابطه به

هـاي محـیط پیوسـته کـه اثـرات      کند. تعدادي از تئـوري بیان می
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 یرمحلیغ هتیسیالاست يتئورگیرند عبارتند از: اندازه را درنظر می

، تـنش کوپـل اصـلاح    ]3[ 3، تئوري گرادیان کرنشی]2[ 2ننگیار

 سطتوابتدا  که غیرمحلیلاستیسیته ا ريتئو . مبناي]5و  4[ 4شده

براساس وابستگی تـنش در یـک    شد معرفی ]6[لن و اد ینگنار

هـاي  نقطه به کرنش در تمام نقاط است درصورتی که در تئوري

کلاسیک، تنش در یک نقطه فقط به کرنش در آن نقطـه وابسـته   

در تئوري گرادیـان کرنشـی، مینـدلین بـا درنظـر گـرفتن       است. 

شی و چگالی انرژي هایی در عبارات متناظر با انرژي جنبتفاوت

میکـرو، مـدل الاستیسـیته متفـاوتی را     و کرنشی در مقیاس نـانو  

هـاي موجـود در   ها و کـرنش جاییاستخراج کرد. علاوه بر جابه

هـاي در انـدازه   تري چون تغییر شـکل ابعاد ماکرو عبارات اضافه

شـکل  هاي نسبی که اختلاف تغییرشکل میکرو و همچنین تغییر

و میکرو هستند و گرادیان عبارات مربوط  هاي در مقیاس ماکرو

هاي میکـرو را لحـاظ کـرد. همچنـین، در تئـوري      به تغییر شکل

شود که در ابعاد نـانو، نیروهـاي   بیان میتنش کوپل اصلاح شده 

شوند واندروالسی باعث ایجاد گشتاور زوج نیرویی در جسم می

مـان  پوشی نیستند. در این روش با درنظر گرفتن الکه قابل چشم

حجمی اطراف ذره، زوج نیرو و گشتاور حاصـل از آن بـه ایـن    

ها، رنانوساختا زيساآنجا که لازمه تجاريز اشود. المان وارد می

از کثیـري   توجهر آنهـا  فتار روي مطالعه، است آنها رفتارتحلیل 

هـاي  پـژوهش  تـاکنون . ستا هکرد جلب دخو بهرا پژوهشگران 

 ها، برمبنايرنانوساختا تاشاتعو ار کمانش ،زیادي درباره خمش

آنهـا   ازاست که به تعدادي  شده هاي محیط پیوسته انجامريتئو

 غیرخطی خمش ]7[طلب ضـا و ر گلمکانیهـد شـد.   اخواشاره 

 اول مرتبه ريتئو مبناي را برمستطیلی  پیکوتوترار تنانوصفحا

تئـوري  از  دهستفاامـن بـا   رکاون  غیرخطی يهابرشی و کـرنش 

ــنگن ــی اری ــرر غیرمحل ــد. سی ب ــان زادرجباکردن  ]8[ه و همراه

 دهستفاا بارا اي پیک دایـره وترویزا تنانوصفحا غیرخطی خمش

ــاي نسیلیایفرد تمربعااز روش  ــی،  اول مرتبه ريتئو برمبن برش

 غیرمحلی مترراتأثیر پامن، رکا ون غیرخطیهاي کرنشو ارینگن 

  اند.سی کردهربر حداکثري خیز بررا 

 بـا هسـته   يااسـتوانه  چیسـاندو  قطعـه ارتعاش آزاد  لیتحل

ي، توسـط  بعـد سه تهیسیالاست يبا استفاده از تئور یمدرج تابع

اساس تئوري انجام شد؛ در این بررسی، بر ]9[بیگلو و لئو علی

بعــدي، یــک حــل ارتعــاش آزاد بــراي قطعــه ســه الاستیســیته

است. شده ه ئاي براي شرط مرزي مفصلی اراساندویچ استوانه

، با استفاده از بسـط سـري   5ي حل، یک تکنیک جفت کردنبرا

 هـاي پیرامـونی و روش فاصـله   فوریه در امتداد محور و جهت

پـور و  اسـت. صـالحی   شـده تعادل در جهت شعاعی، اسـتفاده  

خمـش و ارتعـاش    ]10- 13[همکاران، در چهار تحقیق مجـزا  

آزاد میکرو/ نانو صفحات مستطیلی مدرج تابعی را بـه کمـک   

بعدي بررسی کردند؛ در ایـن مقـالات بـا    سه ري الاستیسیتهتئو

فرض مفصلی بودن شرایط مرزي، یـک سـري فوریـه دوگانـه     

نظـر  هـا در راسـتاي محورهـاي مختصـات در    جاییهبراي جاب

گرفته و حل بسته براي تغییـر شـکل خمشـی صـفحات را بـا      

و تــنش کوپــل  ]10[اســتفاده از تئــوري غیرموضــعی اریــنگن 

، همچنین ارتعاشات آزاد این صفحات را بـا  ]11[اصلاح شده 

و تــنش کوپــل  ]12[اســتفاده از تئــوري غیرموضــعی اریــنگن 

بعدي براي سه اند. حل الاستیسیتهارائه کرده ]13[اصلاح شده 

تحلیل استاتیک و دینامیک صفحات قطاع دایره ضخیم مـدرج  

تابعی چندجهتی بـراي انـواع شـرایط مـرزي بـه روش المـان       

بررسی شد؛ در این  ]14[ظفرمند و کدخدایان  وسیلهبه محدود

ریتـز،   –تحقیق، به کمک تئوري همیلتن و روش انرژي ریلی 

است. انصاري و روابط حاکم براي المان محدود محاسبه شده 

، حل تحلیلی ارتعاشات آزاد نانوصفحات مدرج ]15[همکاران 

وري بعــدي و تئــســه تــابعی را بــه کمــک تئــوري الاستیســیته

بعـدي و  سـه  کیترموالاسـت  لی ـحلانـد. ت غیرمحلی ارائه کـرده 

ی چنـدجهت  ینامتوازن مدرج تـابع  صفحه کی کینامیواکنش د

، انجام شـد.  ]16[یک توسط آدینه و کدخدایان الاست هیپاروي 

حل دقیق خمش صـفحات ضـخیم چندلایـه ارتوتروپیـک بـر      

شـی  بعـدي و تغییـر شـکل بر   سه هاي الاستیسیتهاساس تئوري

، بررسـی شـده   ]17[پـور و همکـاران   مرتبه اول، توسط آتشی

است؛ در این تحقیق، روش جداسازي متغیرها اسـتفاده شـد و   

، یک حل 6براي شرط مرزي مفصلی ساده به کمک تئوري لِوي
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 يبعـدي بـرا  سه تهیسیل الاستاست. حتحلیلی دقیق ارائه شده 

سـتفاده از  دار بـا ا نیچ ـ يهـا هستهی داراي چیصفحات ساندو

بیگلـو انجـام شـده اسـت     وسیله شعبان و علـی ي بهروش انرژ

]18[.  

نانوصـفحات  در تحقیق حاضـر، تحلیـل خمـش غیرخطـی     

 ـ   ي سوراخرویدا  يکمـک تئـور  هدار تحـت بارگـذاري عرضـی ب

هـاي  تئـوري  کننـده که فاقد فرضـیات سـاده   بعديسه تهیسیالاست

تعـادل از   شود. بـراي محاسـبه معـادلات   برشی است بررسی می

بـا  روش حداقل انرژي پتانسیل اسـتفاده شـده و نتـایج عـددي     

بـراي انـواع    7ايتحلیلی چندجملـه روش عددي نیمه استفاده از

 ر کلیـه داسـت.  شرط مرزي گیردار، مفصلی و آزاد، ارائـه شـده   

نظـر  هاي صفحات، از تغییرات در جهت ضخامت صـرف تئوري

شــده  z 0  ــین و zهمچن 0  ــی ــه م شــود درنظــر گرفت

یک گستره از ضـخامت صـفحه    براي همچنین هر تئوري برشی

بعـدي وجـود   ها در تئـوري سـه  است اما این محدودیتمناسب 

کننـد  ندارد. طبق بررسی مقالاتی که از این تئـوري اسـتفاده مـی   

نتـایج بـه    هاي محاسباتی،علت محدودیتشود که بهملاحظه می

روش المان محدود و یا نتایج عددي فقـط بـراي شـرط مـرزي     

ــه کمــک روش  ــق ب ــه شــده اســت. در ایــن تحقی  مفصــلی ارائ

اي نتایج عددي این تئـوري بـراي تمـامی    تحلیلی چندجملهنیمه

شرایط مرزي ارائه شده است. روش استفاده شـده مشـابه روش   

اي اسـتفاده از  ج ـمربعات دیفرانسیلی بوده، با این تفاوت کـه بـه  

اي استفاده کـرده  اي براي محاسبات، از مختصات گرهمقادیر گره

کنـد کـه یکـی از    که امتیازات مختلفی در محاسبات ایجـاد مـی  

بعـدي  سـه  امتیازات آن امکان تحلیل به کمک تئوري الاستیسیته

براي انواع شرط مـرزي اسـت. امتیـازات دیگـر ایـن روش، در      

  واهد شد.بخش مربوطه توضیح داده خ

  

  معادلات حاکم -2

یـک جسـم    یدر تئوري تنش کوپل اصلاح شده، انـرژي کرنش ـ 

الاسـتیک خطـی بـا تـابعی از هـر دو تانسـور کـرنش و         پیوسته

  . ]11[شود تانسور پیچش تعیین می

)1(      ij ij ij ij
V V

U σ : ε m : χ dV σ ε m χ dV    
1 1

2 2
  

حجـم،   Vانـرژي کرنشـی،    U، این رابطهدر 


تانسـور تـنش    

کوشی، 


m تانسور کـرنش گـرین لاگرانـژ،    


بخـش انحرافـی    

تانسور تنش کوپل و 


تانسور متقارن پـیچش بـوده کـه     


بـا   

  شود:اده از روابط زیر محاسبه میاستف

)2     (                                         Tθ ( θ)    
1

2

   
  

)3      (                                              θ curl(U)
1

2

 
  

در روابط فوق 


θگرادیان،  


Uبردار چرخش و  


 ـ  هبردار جاب

  جایی هستند.

  هاي تانسور متقارن پیچش عبارتند از:مؤلفه

)4 (                          rr
w w v

χ
θ r r θ r zr

  
   

    

2 2

2

1 1 1

2 22
  

r r      

)5 (
u w w v u w

r z r z r z r rr r

     
    

     

2 2 2 2

2 2 2

1 1 1 1 1 1

4 4 4 4 44
  

rz zr
v u u v v

r r r rr r r

   
       

   

2 2

2 2 2

1 1 1 1

4 4 44 4
  

)6 (                                
w v

r z z

 
 

  

2 2

2

1 1

4 4
  

)7    (            θθ
w v u w

χ
θ r z r θ z r θ rr

   
   

     

2 2

2

1 1 1 1

2 2 22
  

z z      

)8     (
v u v u w

r r z rr r z

    
   

    

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 1

4 4 44 4
  

)9             (zz
v u v

z r r z r z

  
   

    

2 21 1 1

2 2 2
  

u ،v  وw جایی ههاي بردار جابمؤلفهU


در راستاي سـه محـور    

  هستند. zو  r ،θمختصات 

با استفاده از رابطه  ijmطور که در ادامه آمده همچنین همان  

 :]11[شود زیر محاسبه می

)۱۰(              ij ijm GL χ 22  

E
G

ν



2
1

  ij ij
E

m L χ
ν




2

1
  

انحرافـی تانسـور تـنش    هـاي بخـش   مؤلفه ijmق، فو در رابطه

 Lضــریب پوآســون،  νمــدول یانــگ (الاستیســیته)،  Eکوپــل، 

هاي تانسور متقارن پیچش و مؤلفه ijχپارامتر مقیاس طول ماده، 
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G .مدول برشی هستند  

Uجایی هبردار جاب


  شود:میصورت زیر در نظر گرفته به 

)11       (                                  r θ zU ue ve we  
  

  

اي در این صورت روابط کرنش غیرخطی در مختصات اسـتوانه 

  صورت زیر است:به

)12(                   T TE ( U) ( U) ( U).( U)       
 

1

2

       
  

)13(                                           rr
u w

r r

  
    

  

2
1

2
  

)14(               r r
v u v w w

r r r r r
 

    
           

1 1 1

2
  

)15(                  rz zr
w u w w

r z r z

      
               

1

2
  

)16(                                 
u v w

r r r


  
     

  

2

2

1 1

2
  

)17(                   z z
w v w w

r z r z
 

    
          

1 1 1

2
  

)18(                                          zz
w w

z z

  
    

  

2
1

2
  

ت آوردن معادلات تعـادل و شـرایط مـرزي از روش    دسبراي به

شـود؛ بـر اسـاس ایـن روش     حداقل انرژي پتانسیل استفاده مـی 

]19[:  

)19(                                             U W     0  

انــرژي  Пنمــاد تغییــرات مجــازي/ فرضــی،  δفــوق،  در رابطــه

کـار انجـام شـده در اثـر      Wژي کرنشـی و  نـر ا U، کـل  پتانسیل

 ) داریم:1( بارهاي خارجی است. با توجه به رابطه

 rr rr rθ rθ rz rz θθ θθ
v

δU σ δε σ δγ σ δγ σ δε     

θz θz zz zzσ δγ σ δε dV    

 rr rr rθ rθ rz rz θθ θθ
v

m δχ m δ χ m δ χ +m δχ  2 2  

)20(                             θz θz zz zzm δ χ m δχ dV 2 

)21(                                      
o

i

r

r
W q wrdrd


    

2

0
 

شـعاع خـارجی    orشـعاع داخلـی صـفحه،     ir)، 21( در رابطه

  بار اعمالی بر صفحه، است. qصفحه و 

 –) 24(در این صورت معادلات حاکم، شامل معـادلات تعـادل   

 ) را خواهیم داشت:27( –) 29) و شرایط مرزي (22(

rθrr rz
rr θθ rθ

rθ θθrz rz

δu :

σσ σ r
σ r r σ m

r θ z z r

m mm m

z r θ r θ z θ

    
       

      
  

    
     

2

22
2

1 1 1 1

2 2 2 2

  

)22(                        θz θz zzm m mr

r z θθ z

  
  

  

2 2 2

2 2

1 1
0

2 2 2
  

 

 

rr rθ rθ rz

rz rz θθ

θz
θz θz zz

rr
zz

δw :

w w w
rσ σ σ rσ

r r r θ θ r r

w w w
rσ rσ σ

r z z r θ r θ

σ w w
σ σ rσ

θ θ z z θ z

mw
rσ

z z r θ

           
        
           

          
       
          

        
      

        

   
   
   

2

1

1 1

2 2
rr

rθ

rθ rθ θθrz

m r
m

θ r r

m m mm

r r θ z r θθ

  
  

   

  
    

   

2

2

2 2

2

2

1 1 1 1

2 2 2 2

  

)23(                                θθ
θz

m r
m

r θ r z

   
  

     

2 21
0

2 2
  

rθ θθ θz
rθ rθ rr

rθ rz rz rz
rz

θθ θz θz
zz

δv :

σ σ σ r
σ r σ r m

r θ z z r

m m m mr r
m

z θ r rr z

m m m r
m

z r θ r θ z r

     
       

      

    
     

    

     
    

       

2

2 22

2 2

2 2

2

1 1

2 2 2 2 2

1 1 1

2 2 2 2

  

)24(                                                    zzm

z


 



1
0

2
  

صورت کلـی بـا درنظـر    لازم به توضیح است معادلات تعادل، به

اسـت،  اسـتخراج شـده    zو  r ،θجایی در مختصات هگرفتن جاب

اي متقـارن و  دایـره  منتهی با توجه به انجام تحلیل روي صـفحه 

جایی در هصفر بوده و جاب θمتقارن، تغییرات نسبت به  تحت بار

نیز صفر خواهد بود. با توجه به روش حداقل انـرژي   vراستاي 

  پتانسیل، شرایط مرزي عبارتند از:

i oat     r r    and   r r   

 rr rθu        or     rσ rm
z


  


0 0  

w       or 0  

rz rr rz
w w

rσ rσ rσ
r z

 
  

 
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   rθ rθ θzm rm rm
r z

  
     

1
0

2
  

rθ
u

      or      m
z


 


0 0  

rθ
w

     or     m
r


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
0 0  

)25  (                                     θz
w

     or     m
z


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
0 0  

h h
at     z    and   z  

2 2
  

u        or      0  

   rθ θz
rz rθ

rm rm
rσ m

r z

  
     

  

1
0

2
   

w       or0  

   zz zz rz θz
w w

rσ rσ rσ rm rq r.θ
z r r

  
    
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1
0

2
  

rθ
u

      or       m
r


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
0 0  

θz
u

      or       m
z


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
0 0  

)26(                                             θz
w

     or       m
r


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
0 0  

  ضخامت صفحه است. h)، 26( در رابطه

با توجه به روابط فوق، شرایط مرزي براي مرزهاي گیـردار،    

  مفصلی و آزاد عبارتند از:

  گیردار

)27(                                       rθ θzu w m m   0  

  مفصلی

)28     (                  rθ
rr rθ θz

mr
rσ w m m

z


    


0

2
  

  آزاد

rθ
rr

mr
rσ

z


 

2
  

)29(          rθ
rr rz rz rθ

mw w r
rσ rσ rσ m

r z r

 
    

  
0

2
  

  

  روش حل -3

تـوان مشـاهده کـرد کـه یـک      با توجه به معادلات حـاکم، مـی  

آیـد.  دسـت مـی  ی غیرخطی بهئسیستم معادلات دیفرانسیل جز

حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی یکی از موضـوعات  

هاي مختلفـی را  بوده که محققان روش برانگیزبر و چالشزمان

ل را با دقت و سـرعت حـل کننـد. هـر     ئگیرند تا مساکار میبه

روش مزایا و معایـب خـود را دارد. در ایـن تحقیـق، از روش     

ــهنیمــه ــی چندجمل ــه توســط   ايتحلیل ــین مرتب ــراي اول ــه ب ک

شـود.  ت، استفاده میاس شده ارائه ]20[دستجردي و جبارزاده 

ــن روش،  ــک   در ای ــا ی ــیل ب ــادلات دیفرانس ــابع در مع ــر ت ه

اي نقـاط گـره   اي به فرم کلی کـه بـه توزیـع شـبکه    چندجمله

شـود. در ایـن روش ماننـد روش    وابسته است تخمین زده می

شـود کـه بـر    یاب استفاده میمربعات دیفرانسیلی از یک درون

اي خلاف روش مربعات دیفرانسیلی که بر اساس مقـادیر گـره  

اي اي بر اساس مختصـات گـره  وش، چندجملهاست، در این ر

کند. بـر  شود که امتیازات مختلفی در حل ایجاد میپیشنهاد می

، هـیچ نیـازي بـه    8ايگذاري نقطههایی نظیر برهمخلاف روش

اي براي ارضاي شـرایط مـرزي وجـود    معرفی توابع چندجمله

اي یـا مجموعـه   9ندارد. هر معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی

سـرعت بـا   راحتی و بـه از سیستم معادلات دیفرانسیل جزئی به

. ]20[توجه به انواع مختلف شـرایط مـرزي قابـل حـل اسـت      

براي یـک معادلـه دیفرانسـیل بـا مشـتقات جزئـی ابتـدا یـک         

 –اي براي متغیرهاي مجهول بر اساس ضرایب خیام چندجمله

راسـتا در نظـر گرفتـه    ها در هـر  نیوتن و با توجه به تعداد گره

 wو  uجـایی  شود. در حل مسئله فوق متغیرها، توابع جابـه می

اي و متقـارن  مورد تحلیل دایره بوده و با توجه به اینکه صفحه

اي بـه  خواهند بود و چندجمله zو  rدر راستاي است تغییرات 

 چنـین شـود. رابطـه پیشـنهادي    تخمین زده می f(r,z)فرم کلی 

  :]21 و 20[است 

)30(       
   N M i j

i j i Mi j
f r, z a r z

 
        

  1 1
1 1 11 1

  

N  وM هاي در نظر گرفته شده در راستاي محورهاي تعداد گره

r  وz .هستند  

) ,z rبر اسـاس متغیرهـاي (   wو  uجایی بنابراین میدان جابه  

  عبارتند از:

)31   (

   
N M (i ) ( j )

i j i Mi j
u(r, z) a r z 

        
  1 1

1 1 11 1
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  دار بارگذاري شدهسوارخ هطرح کلی نانوصفح -1شکل 

 

w(r, z)   

)32(     
N M (i ) ( j )

i j i M MNi j
a r z 

         
  1 1

1 1 1 21 1
  

با جایگذاري متغیرهاي فوق در معـادلات تعـادل، معـادلات بـر     

دست آمـده و بـا اعمـال شـرایط مـرزي،      اساس ضرایب ثابت به

 ـ    جـایی محاسـبه   همشابه روش مربعـات دیفرانسـیلی، توابـع جاب

ز آنجـا کـه شـرایط مـرزي از روش حـداقل انـرژي       شوند. امی

آیند؛ ممکن است در هنگام اعمال بعضـی از  دست میپتانسیل به

هاي مرتبـه بـالاتر صـفحات و یـا حـل در      ها نظیر تئوريتئوري

خصوص در شرط مرزي آزاد، مقیاس نانو نظیر همین تحقیق، به

شـد.  تعداد شرایط مرزي از تعداد معادلات دیفرانسـیل بیشـتر با  

یکــی از مزایــاي ایــن روش عــددي آن اســت کــه بــدون هــیچ 

توان در هر گره شرایط مرزي مـازاد را  محدودیتی در تعداد، می

  اعمال کرد.  

  

  نتایج عددي  -4

بـا   orو  irدار بـه شـعاع داخلـی    اي متقارن سـوراخ دایره صفحه

). بـراي بررسـی نتـایج،    1را در نظر بگیرید (شـکل   hضخامت 

گیـري  بعـد بـراي نتیجـه   بعد شده و از ابعاد بـی یروابط حاکم ب

است و نتایج براي هر سه نوع شرط مرزي گیردار، استفاده شده 

  است.مفصلی و آزاد بررسی شده 

هـا بـر نتـایج    در ابتدا جهت بررسی دقت روش، تأثیر تعداد گره  

شـود بـا افـزایش تعـداد     ) ارائه شده است. ملاحظه مـی 2در شکل (

هـا  کند و در این تحقیق تعداد گـره به عدد ثابتی میل میها نتایج گره

  ).2گرفته شده است (شکل  نظر در 15در راستاي شعاع 

دسـت آمـده، مثـالی در مقیـاس     جهت اعتبارسنجی نتایج بـه   

افزارهـاي المـان محـدود مقایسـه     ماکرو حل شده و با نتایج نرم

زیـر انتخـاب   و مشخصـات  است. جهت این موضوع ابعاد شده 

  است:شده 

i

o

r mm    
r mm
h mm  





10
50

1
  

E / Pa       

ν /       

q Pa  

 





112 05 10

0 29

10000

  

دست آمده بر اسـاس اطلاعـات فـوق بـراي     که خیز ماکزیمم به

متـر بـوده و   میلـی  03581/0شرط مرزي گیردار، مقداري برابـر  

متـر اسـت کـه    میلی 035237/0توسط حل عددي مقداري برابر 

  )4و  3هاي دهد (شکلحدود نشان میتطابق خوبی با المان م

حال براي بررسی دقت نتایج در ابعاد میکرو/ نانو، نتایج این 

اي کـه نتـایج   شـود. در مقالـه  مقایسـه مـی   ]22[تحقیق با مرجع 

ــا     ــیک ب ــوري کلاس ــده از تئ ــا آن مقایســه ش ــونی ب ــق کن تحقی

هاي غیرخطی براي تحلیل صفحه و تئـوري تـنش کوپـل    کرنش

تحلیل در ابعاد میکرو/ نانو استفاده شده است.  اصلاح شده براي

) 1در (جـدول  نتایج حاصل در شـرایط مـرزي گیـردار     مقایسه

  است.  انجام شده 

 شود. در نموداردر ادامه نتایج حاصل از این تحقیق ارائه می

 )، با در نظر گرفتن شرایط مرزي گیردار در هـر دو لبـه  5( شکل

پـارامتر مقیـاس) مقـدار خیـز     ( Lداخلی و خارجی و بـا تغییـر   

است. طبق تئوري تنش کوپل اصـلاح شـده   صفحه بررسی شده 

کنـد.  صفر تا یـک تغییـر مـی    ) در بازهLضریب پارامتر مقیاس (

شـود بـا افـزایش پـارامتر     طور که در نمودار مشـاهده مـی  همان

یابـد. بـه معنـاي دیگـر بـا      می مقیاس، مقدار خیز صفحه کاهش

 یابد.یاس سختی صفحه افزایش میافزایش پارامتر مق

Or 

ir 

q 
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 تأثیر تعداد گره در همگرایی -2شکل 

  

                   
  ر المان محدودافزانرم طیصفحه در مح يسازهیبش -3شکل 
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  دست آمده براي شرایط مرزي گیردارتغییرات خیز به -4شکل 

  

  ]22[بعد صفحه با مرجع مقایسه خیز بی -1جدول 

1 =
h

L
  2 =

h

L
  3 =

h

L
  4 =

h

L
  5 =

h

L
  10 =

h

L
  15 =

h

L
 Q=  5  کلاسیک  

 تحقیق حاضر  6793/0  6721/0  6633/0  6188/0  5887/0  5316/0  4119/0  1846/0

  ]22[مرجع   6796/0  6725/0  6638/0  6187/0  5874/0  5269/0  3992/0  1636/0

1 =
h

L
  2 =

h

L
  3 =

h

L
  4 =

h

L
  5 =

h

L
  10 =

h

L
  15 =

h

L
 Q=  10  کلاسیک  

  تحقیق حاضر  0519/1  0407/1  0271/1  9582/0  9116/0  8232/0  6378/0  2858/0

 ]22[مرجع   0520/1  3045/1  0370/1  9929/0  9606/0  8937/0  7286/0  3245/0

  

  
  تغییرات خیز برحسب پارامتر مقیاس طول براي شرایط مرزي گیردار -5شکل 
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  مفصلی –دار تغییرات خیز برحسب پارامتر مقیاس طول براي شرایط مرزي گیر -6شکل 

 

  
  گیردار –حسب پارامتر مقیاس طول براي شرایط مرزي آزاد برتغییرات خیز  -7شکل 

  

 –)، تغییرات خیز براي شرایط مرزي گیردار 7) و (6هاي (شکل

ازاي تغییرات پارامتر مقیـاس ارائـه   آزاد را به –مفصلی و گیردار 

خیـز کـاهش   کند. در این نمودارها، با افزایش پارامتر مقیاس می

شـود بـا   ملاحظـه مـی   ،)7(-)5(یابد. با مقایسه سـه نمـودار   می

افزایش درجات آزادي در شرایط مرزي، تأثیر پارامتر مقیاس بـر  

خصوص هنگـامی کـه یکـی از شـرایط     نتایج خیز بیشتر شده به

مرزي آزاد باشد، تغییرات منحنی زیاد شده و خیز با شیب زیـاد  

  یابد. کاهش می

أثیر پـارامتر مقیـاس در شـرایط مـرزي مختلـف      جهت مقایسه ت

) ارائه شده است؛ در این نمودار دو نوع شـرط مـرزي   8( شکل

مفصلی ارائه شده اسـت. ملاحظـه    –گیردار و گیردار  –گیردار 

شود با افزایش پارامتر مقیاس، تأثیر شرط مرزي کاهش یافتـه  می

  آیند.صورت همگرا درمیو نتایج انواع شرط مرزي به

هاي مختلف، بررسی تأثیر پارامتر مقیاس در ضخامت جهت

) ارائــه شــده اســت؛ از آنجــا کــه بــه کمــک تئــوري  9( شــکل

کـرد؛  توان صفحات نازك تا ضخیم را تحلیل بعدي، میسه لاستیسیتها
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  مفصلی –گیردار و گیردار  -مقایسه نتایج تأثیر پارامتر مقیاس براي دو شرط مرزي گیردار -8شکل 

  

 
  

هاي مختلف (تأثیر پارامتر مقیاس براي ضخامت -9کل ش
o i

h

r r

 
   

(  
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  هاي مختلفدر ضخامت (L)تغییرات نسبت خیز غیرخطی به خطی بر حسب  -10شکل 

  

هاي مختلف از ضخامت ارائه شده براي بازه )9شکل (رو از این

گیردار رسـم شـده    – است. این نمودار در شرایط مرزي گیردار

دهند هر چه ضخامت بیشتر شود تـأثیر  است. نمودارها نشان می

تغییرات پارامتر مقیاس بـر نتـایج کمتـر شـده و شـیب منحنـی       

  یابد.کاهش می

نتایج حاصل از تأثیر پـارامتر   )، مقایسه10در انتها در شکل (

هاي خطی و غیرخطی بررسی شده است. مقیاس بر نتایج تحلیل

ها گیردار در نظر گرفته شده و منحنی خیز محاسـبه  رزيشرط م

صورت نسبت نتایج غیرخطی به خطی در برابر تغییـرات  شده به

هاي مختلف رسم شـده اسـت. در   پارامتر مقیاس براي ضخامت

رود، هر چه ضخامت بیشتر طور که انتظار می، همانمنحنی فوق

غیرخطـی بـه   ازاي بار ثابت اعمـالی، نتـایج خطـی و    شود، بهمی

شوند. زیرا خیز و در نتیجه تأثیر جمـلات  تر میر نزدیکگیکدی

یابـد. همچنـین ملاحظـه    غیرخطی کرنش بر نتـایج کـاهش مـی   

شود، بـا افـزایش پـارامتر مقیـاس، اخـتلاف نتـایج خطـی و        می

هـاي مختلـف کـاهش یافتـه و نتـایج در      غیرخطی در ضـخامت 

   آیند.صورت همگرا درمیهاي مختلف بهضخامت

  

  گیريبحث و نتیجه -5

در پژوهش ارائه شده معادلات تعادل و شرایط مرزي صفحه بـر  

بعدي و تنش کوپل اصلاح شـده در  سه مبناي تئوري الاستیسیته

اي به روش حداقل انرژي پتانسیل بـا در نظـر   مختصات استوانه

تحلیلـی  گرفتن کرنش غیرخطی استخراج و به روش عددي نیمه

دار بـراي انـواع   اي سـوراخ دایـره  نانوصـفحه اي براي چندجمله

است. بـراي بررسـی دقـت روش عـددي     شرط مرزي حل شده 

بعدي، نتایج تحقیق بـا نتـایج   ارائه شده براي حل الاستیسیته سه

افزار المان محـدود و همچنـین   در مقیاس ماکرو با خروجی نرم

 تحقیقات دیگر مقایسـه شـده کـه حـاکی از دقـت روش مـورد      

  است.استفاده 

  توان به موارد زیر اشاره کرد:ترین نتایج این تحلیل میاز مهم

تـوان نتـایج تئـوري    اي میتحلیلی چندجملهبا روش عددي نیمه

بعدي را براي انواع شرط مرزي محاسـبه کـرد. از   سه الاستیسیته

بررسی خیز صفحه در شرایط مـرزي متنـوع از جملـه: گیـردار،     

شود کـه بـا   یردار چنین استنباط میگ –مفصلی و آزاد  –گیردار 

هـا خیـز صـفحه کـاهش     حالـت  افزایش پارامتر مقیاس، در کلیه

 یابد.می
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هرچـه شـرط مــرزي داراي درجـه آزادي بیشــتري باشـد تــأثیر     

افزایش پارامتر مقیاس بیشتر است. کاهش خیز بـا تغییـر شـرط    

مرزي از گیردار به مفصـلی و سـپس آزاد شـیب بیشـتري پیـدا      

ترتیـب  ه عبارت دیگر خیز صفحه در شرایط مـرزي بـه  کند بمی

  کند.تغییرات بیشتري را تجربه می گیردار، مفصلی و آزاد دامنه

شود هـر چـه   با بررسی افزایش ضخامت صفحه ملاحظه می  

شود تغییرات خیز با افزایش پارامتر مقیـاس  تر میصفحه ضخیم

تـر  نـازك  حهکند به بیان دیگر در صـف کمتري را تجربه می دامنه

تأثیر پارامتر مقیاس موجب اختلاف خیز بیشتري با حالت ماکرو 

 شود.می

بررسـی نسـبت خیـز غیرخطـی بـه خطـی برحسـب         نتیجه

ازاي بار ثابت نشان داد با افزایش ضـخامت  تغییرات ضخامت به

صفحه نتایج تحلیل غیرخطی و خطی بسیار به یکدیگر نزدیـک  

 ـ    شـود تـأثیر   اس بیشـتر مـی  خواهند شد و هـر چـه پـارامتر مقی

ضخامت صـفحه بـر اخـتلاف نتـایج خطـی و غیرخطـی کمتـر        

 شود.می
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